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AVERTISSEMKNT 



POUR CETTE NODVELLE feDmON 



Gette Douveile 6ditioD des Elements de Giomiirie de 
Legendre a ^16 revue avec le plus grand soin j et je crois 
y avoir introduit de nombreuses ameliorations. 

I ToutefoiSy tout en d^sirant mettre cet ouvrage au ni- 
veau des progr^s de Tenseignement, j'ai cherch^ k ne 

t^ pas donner trop d'extension k certaines thtories ; car une 
longue experience de Tenseignement m'a prouv^ que 
des cours trop etendus fatiguent la m^moire et Tintelfi- 
gence des Aleves , sans produire les r^sultats qu'on en 
attend. 

A. Blanghkt. 
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LIVRE PREMIER, 



DEFINITIONS. 



I. Tout corps occupe dans Tespace indefini iin lieu deter- 
mine qu'on appelle volume. 

II. La surface d*un corps est la limite qui le separe de 
Tespace environnant. 

III. Le lieu oil les surfaces de deux corps se rencontrent 
est appele ligne. 

IV. Un point est le lieu ou deux lignes se coupent. 
Y. On concoit les volumes , les surfaces , les lignes, in- 

dependamment des corps auxquels ils appartiennent. 

YI. On donne le nom de figures aux volumes , aux surfaces 
et aux lignes. 

YII. La geometrie a pour objet la mesure de Tetendue des 
figures , et Tetude de leurs proprieies. 

YIII. La ligne droite est ubc ligne indefinie qui est la 
plus courte entre deux quelconques de ses points. 

On doit regarder comme evident que d'un point a un 
autre, on ne pent mener qu'une ligne droite, et que si deux 
portions de lignes droites coincident, ces lignes coincident 
dans toute leur etendue. ^ 
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2 GlEOMETRIE. 

IX. Une Iigne brisee ou polygonale est une ligne com- 
posee de lignes droites. 

X. Toute Iigne qui n'est ni droite ni composee de lignes 
droites est une ligne courbe. 

XI. Le plan est une surface dans laquelle prenant deux 
points k volonte , et joignant ces deux points par une droite , 
cette Iigne est tout entiere dans la surface. 

XII. Toute surface qui n^est ni plane ni composee de 
surfaces planes est une surface courbe. 

XIII. La figure formee par deux droites 
AB, AC, qui se coupent, s^appelle angle. 
Le point A est le sommet de Tangle; les 
lign%s AB, AG, en sont les c6te8. 
G L'angle se d^signe quelquefois par la 
lettre du sommet A ; d'autres fois par trois lettres BAG ou 
CAB, en ayant soin ^^ mettre la lettre du sonmiet au milieu. 

Deux angles A et a sont dits egaux , 
lorsqu'on peutles faire coincider. Ainsi, 
supposons qu^on porte Tangle a sur A, 
de mani^re que ah s^applique sur AB : 
si ocprend la direction AC, les c6tes des 
deux angles colncideront , ^t les deux 
D angles ^eront dits egaux. 

Un angle A est double, triple, etc., de 
Tangle D , s'il renferme entre ses c6tes 
deux, trois... angles egaux a Tangle D. 
Les angles sont done comparables en- 
tre eux comme les autres grandeurs. 

XIY. Deux angles sont dits adjacents, lorsqu'ils out un 
c6te commun, et que les deux autres c6tes sont dansle pro- 
longement Tun de Tautre. 

Deux angles sont dits opposes par le sommet, lorsque les 

cdtes de Tun sont les prolongements des 
cdtes de Tautre. 

XV. Lorsque la ligne droite AB rencon-* 
■^ tre une autre droite CD, de telle sorle que 
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les angles adjacents BAG , BAD, soient eganx entre eux , la 
ligne AB est dite perpendiculaire sur CD, et les angles egaux 
BAG , BAD , sont appeles angles droits, 

II sera demontre que par un point A pris sur une droite 
CD on pent toujours elever une perpendiculaire sur cette 
droite , et que tous les angles droits sont egaux entre eux. 

Tout angle plus grand qu*un angle droit est un angle 
obtus ; tout angle plus petit qu'un angle droit est un angle 
adgu. 

On appelle angles supplementaires deux angles dont la 
somme est egale a deux droits; et angles complementairesy 
deux angles dont la somme vaut un droit. 

XVI. Deux lignes sont diiesparalle/es^ 

lorsque, etant situdes dans le meme plan, 
^ ^ elles ne peUvent se rencontrer a quelque 

distance qu'on les prolonge Tune et Tautre. Telles sont les 
lignes AB,GD. 

XVII. La figure plane est un plan termine 
de toutes parts par des lignes. 

Si les lignes sont droitcs, I'espace qu'elles 
renferment s'appelle /Igr^re rectiligne oxxpoly- 
gone, et les lignes elles-m^mes prises ensemble forment le 
contour ou perimitre du polygone. 

XVIII. Le polygone detrois cdtes est le plus simple de tous, 
il s'appelle triangle; celui de quatre cdtes s^appelle quadri- 
latere; celui de cinq j pentagone ; celui de six, hexagone, etc. 

XIX. On appelle triangle SquilatS^ 
ral celui qui a ses trois c6tes egaux ; 
triangle isocele celui dont deux c6tes 
seulement sont egaux; triangle scalene 
celui qui a ses trois. c6tes inegaux. 

c XX. Le triangle rectangle est celui qui 

a un angle droit. Le cdte oppos6 a Tangle 

droit s'appelle hypotinuse : ainsi ABG est 

A un triangle rectangle en A; le c6te i)G est 






sou hypotenuse. 
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XXI. Parmi les quadrilat^res on distingue • 
Le carriy qui a ses c6tes egaux et ses angles 
droits. 

Le rectangle y qui a les angles droits sans 
avoir les cdtes ^gaux. 

Le paralUlogramme , qui a les c6t6s 
opposes parall^les. 




Le losange, dont les c6t^s sont egaux sans 
que les angles soient droits. 



Enfin le trapeze y dont deux c6tes seulement 
sont parall^les. 



XXIL On appelle diagonale d'un polygone, la ligne qui 
joint les sommets de deux angles non adjacents. 

XXIU. Le polygone Equilateral est celui dont tons les 
c6t^s sont egaux ; le polygone equiangley celui dont tons 
!es angles sont egaux. 

XXIV, Deux polygones sont Equilateraux entre eux lors- 
qu'ils ont les c6tes egaux chacun a chacun, et places dans 
le meme ordre , c'est-a-dire lorsqu'en suivant leurs con- 
tours dans un m^me sens, le premier cote de Tun est egal 
au premier de Fautre, le second de Tun au second de Tautre, 
le troisieme au troisieme, et ainsi de suite. On entend de 
meme ce que signifient deux polygones equiangles entre eux, 
Dans Tun ou Tautre cas, les c6tes egaux ou les angles 
egaux s'appellent c6tes ou angles homologues. 

XXV. On appelle polygone convexe un 

polygone tel que, si Ton prolonge un quel- 

conque de ses c6tes, tout le polygone soit 

situe d'un meme cote de cette droite. Tel est 

E ^ le polygone ABCDE. 

Le perim^tre d'un polygone convexe ne pent ^tre ren- 
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contre par une droite eu plus de deux 

points; car, si une droite IQ rencontrait 

le perim^tre ABODE aux points M, N, P, Q, 

le cote BG , qui est rencontre par la droite 

en Tun des points intermediaires N , aurait 

evidemment des parties de la figure situees 

de part et d'autre de sa direction. 

XXVI. Deux figures quelconques, volumes, surfaces 

ou lignes, sont dites egales, lorsqu'on peut les appliquer 

I'une sur Tautre de mani^re qu'elles coincident parfaite- 

ment. 

N. B. Dans les quatre premiers livret il ne sera question que de figures pla- 
nes ou traces sur une surface plane. 

.Explication des termes et des signes. 

Axiome est une proposition evidente par elle-m^me. 

Theorime est une verite qui devient evidente au moyen 
d'un raisonnement appele demonstration, ^ 

Probleme est une question proposee qui exige une so- 
lution, 

Lemme est une velrite employee subsidiairement pour la 
demonstration d*un tbeor^me ou la solution d'un pro- 
bleme. 

. Le nom commun de proposition s'attribue indifferem- 
ment aux theoremes, probl^mes et lemmes. 

Corollaire est la consequence qui decoule d'une ou de 
plusleurs propositions. 

Scolie est une remarque sur une ou plusieurs propo- 
sitions prccedentes, tendant a faire apercevoir leur liaison, 
leur utilite, leur restriction ou leur extension. 

Ilypothese est une supposition faite , soit dans Fenonce 
d'une proposition, soit dans le courant d*une demons- 
tration. 

Le signe z= est le signe de Tegalite : ainsi Texpression 
A=B signifie que A egale B. 
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Pour exprimer que A est plus petit que B, on ccrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B, on ecrit 
A>B. 

Le signe + se prononcey^/u^; ii indique raddltlon. 

Le signe — se prononce mains; il indique la soustraction : 
ainsi A + B represente la sonime des quantites A et B; 
A— B represente leur difference , ou ce qui reste en dtant 
B de A: de meme A — B-i-C,ouA-|-C — B, signifie que 
A et C ddivent 6tre ajoutes ensemble , et que B doit etre 
retranche dm tdut. 

Le signe X indique la moltiplication ; ainsi A X B repre- 
sente le produit de A par B. Au lieu du signe X on 
emploie quelquefois un point; ainsi A . B est la m^me 
chose que A X B. On indique aussi le meme produit sans 
aucun signe intermediaire par AB; mais il ne faut em- 
ployer cette expression que lorsqu*on n*a pas en m^me 
temps a employer celle de la ligne AB , distance des points 
A et B. 

L'expression A X (B -+- C — D) represente le produit de A 
par la quantite B -+- C — D. S' il fallait multiplier A -f- B 
par A — B -f- C , on indiquerait le produit ainsi ( A -+- B) X 
(A — B -+- G) ; tout ce qui est renferme entre parentheses 
est considere comme une seule quantite. 

Un nombre mis au-devant d'une ligne ou d'une quan-- 
tite sert de multiplicateur a cette ligne ou a cette quantite : 
ainsi , pour exprimer que la ligne AB est prise trois fois , 
on ecrit 3AB; pour designer la moitie de Tangle A, on 
ecrit I A. 

— 2 

Le carre de la ligne AB se designe par AB ; son cube 

■——3 

par AB. On expliquera en son lieu ce que signifient pre- 
cisement le carre et le cube d'une ligne. 

Le signe 1/ indique une racine a extraire ; ainsi 1/ a 

est la racine carree de 2; 1/ A X B est la racine du pro- 
duit A X B , ou la moyenne proportionnelle entre A et B. 
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PROPOSITION PRfiMDifcE. 



THEOREMB. 




H 



Par wi point pris sur une droite on peiU dle^^er una 
perpendiculaire sur cette droite. ^ et on n en pent dieter 
quune. 

M'^ En effet, supposons qu'une droile AM 

j^ d'abord coucl^ee sur AC, tourne autour 
du point A : elle former^ deux angles 
^ adjacents, MAC, MAB, donl Tun, MAC, 
d'abord tres-petil, ira toujours en croissant, et dontl 'autre, 
MAB , d'abord plus grand que MAC , ira con^taniment en 
decroissant jus^pi'a zero. 

Uangle MAC, d'abord plus petit que MAB, deviendra 
done plus grand que cet angle; par consequent il y aura 
une posidon AM" de la droite mobile ou ces deux angles 
seront egaux , et il est evident qu'il n'y en aura qu*une seule. 

Corollvure. Tousles angles droits 
sont egaux. 

Soient DC perpendiculaire sur 

K G p A c B AB, etHG perpendiculaire sur EF: 
je dis que Tangle DCB est egal a HGF. En effet, si Ton porte 
la droite EF sur AB, de maniere que le point G tombe en C, 
6H prendra la direction CD ; autrement on pourrait , par 
un point pris sur une droite , elever deux perpendiculaires 
sur cette drohe. 

PROPOSITION II. 

THEOREMS. 

' Toute ligne droite CD, qui en rencontre une autre 
kBffait aifec celle-ci deux angles adjacents ACD, BCD, 
dont la somme est igale a deux angles droits. 
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A 



B 



Au point C, elevez sur AB la perpendi- 
AikiireK^E. L'angle ACD est la somme des 
angles ACE, ECD ; Jonc ACD -f- BCD sera 
la somme des trols angles ACE, ECD, BCD. 
^ c B Le premier de ceux-ci est droit , les deux 

autres font ensemble Tangle droit BCE; done la somme 
des deux angles ACD , BCD , est egale a deux angles droits. 
Dj Corollaire I. Si Tun des angles ACD, 

1 BCD, est droit, Tautre le sera pareillement, 

Corollaire II. Si la ligne DE- est perpen- 
diculaire a AB, reciproquement AB sera 
£ perpendiculaire a D£, 

Car, de ce que DE est perpendiculaire k AB , il s'ensuit 
que Tangle ACD est egal a son adjacent DCB, et qu'ils 
sont tous deux droits. Mais de ce que Tangle ACD est un 
angle droit , il s'ensuit que son adjacent ACE est aussi un 
angle droit; done Tangle ACE = ACD, done AB est per- 
pendiculaire a DE. 

Corollaire III. Tous les angles con- 
secutifs BAC, CAD, DAE, EAF, ^m(» 
d*un meme c6te dela droite BF, pris 
ensemble, valent deux angles droits; 
^ A p car leur somme est egale a pelle des 

deux angles adjacents BAC, CAP. 




PROPOSITION lU. 



THEOREMS. 



Si deux angles adjacents ACD, DCB, valent en- 
semble deux angles droits, les deux cdtis extirieurs 
CA, CB, seront en ligne droite. 

B^ Car si CB n'est pas le prolongement 

de AC , soit CE ce prolongement ; alors 

-^ la ligne ACE etant droite , la somme des 

E angles ACD , DCE , sera cgalc k deux 
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droits *. Mais, par hypothese, la somme des angles ACD, * a. 
DCB, est aussi egale a deux droift; dorfc ACD -j- DCB se- 
rait egale a ACD + DCE ; retranchant de part et d'autre 
Tangle ACD, il resterait Tangle DCB egal a Tangle DCE, ce 
qui est impossible ; done CB est le prolongement de AC. 

PROPOSITION IV, 



THEOREME. 



Toutes les fois que deux lignes droites AB , DE, se 

coupent y les angles opposes au sommet sont igaux. 

A Fi Car, puisque la ligne DE est droite , la 

^^^^'^^^-^^^^^.^-""^^'^ «omme des angles ACD, ACE, est egale 

D^^^^^Z^^"^^-^^.^ ^ deux droits; et puisque la ligne AB est 

droite, la somme des angles ACE, BCE, 
est egale aussi a deux droits; done la somme ACD -H ACE 
est egale a la somme ACE 4- BCE. Retranchant de part et 
d*auire le meme angle ACE , il resteira Tangle ACD egal a 
son oppose BCE. 

On demontrerait de meme que Tangle ACE est egal a 
son oppose BCD. 

ScoUe. Les quatre angles formes autour d*un point par 
deux droites qui se coupent , valent ensemble quatre an- 
gles droits ; car les angles ACE , BCE , pris ensemble , va- 
lent deux angles droits, et les deux autres ACD, BCD, ont 
la meme valeYir. 

En general, si tant de droites qu'on vou- 
D dra CA, CB, etc. , se rencontrent en un point 
C , la somme de tons les angles consecutifs 
ACB, BCD , DCE, ECF, FCA, sera egale a 
quatre angles droits; car, si Ton formait au 
point C quatre angles droits au moyen de deux lignes per- 
pendiculaires entre elles, leur somme serait evidemment 
egale a celle des angles successifs ACB, BCD, eiCi 
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PROPOSITION V^ 

THEORiMS. 

Dans tout triangle un c6ti que/conque est plus pent 
que la somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC^ par exemple , est 
def. 8. y/\ le plus court chemin de B en C * ; done BC 

est plus petit que AB -+- AC. 

On doit aussi remarquer qu'un c6te quel- 
conque est plus grand que la difference des 
B ^ deux autres. 

En effet , soit a le plus grand cdte ^betc les deux au- 
tres ; de rinegalite a < i -h c, on tire , en retranchant c de 
part et d'autre, a — c < i, et en retranchant A, a — b<^c. 

PROPOSITION VI. 

THEOR&ME. . 

Si dun point O pris au dedans du triangle ABC, 
on mhie aux extrimitis dun c6ti BC les droites OB, 
OC, la somme de ces droites sera moindre que celle 
des deux autres c6tis AB, AC. 

Soit prolonge BO jusqu'a la rencontre da 

c6te AC en D ; la llgne droite OC est plus 

5^ / \ II courte que OD + DC * : ajoutant de part et 

d'autre BO, on aura BO -H OC < BO + OD 
+ DC, ou BO 4- OC < BD 4- DC. 
n ^^ On a pareillcment BD < BA -f- AD ; ajou- 

tant de part et d'autre DC, on aura BD -f- DC < BA -f- AC. 
Mais on vient de trouver BO -h OC < BD -f- DC ; done, a 
plus forte raison, BO -+- OC < B A -f- AC. 
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PROPOSITION vn. 

TBBOR&ME, 

Toute ligne poljrgonale corwexe 
A BCD est moindre quune ligne quel- 
conque MEFG qui terweloppe de 
toutes parts. 

Proloi&gez dans le m^me sens les 
c6tes du polygone ABCD , jusqu'a leur 
rencontre avec la ligne enveloppante , on aura cette suite 
d^inegalites : 

AB + BH<AL + LE + EH 
BC-+-a <BH-t-HF-hFI 
CD-hDK<a H- IG 4-GK 
DA + AL <DK+ KM-h ML. 
Ajoutantces inegalites membre a membrev et supprimant 
les parties communes aux deux membres , on a AB + BC 
-f- CD -+-DA <EF 4- FG-h GM 4- Mi;. 

On prouverait de la mSme mani^re que toute ligne 
polygonale oonvexe est moindre qu^une ligne envelop- 
pante terminee aux mSmes extremites. 

Remarque, Le theor^me precedent n'est qu'un cas tres- 
particulier du theor^me qu'on vient de demontrer. 

PR^oPosiTioN vm. 

THEORJ^ME. 

Deux triangles sont dgaux, lorsquils ont un cuigle 
igal compris entre deux cdtis igaux cliacun a cltacwi. 

Soit Tangle A egal a Tangle D, le 
c6te AB egal a DE, le cdte AC egal 
tk DF ; je dis que les triangles ABC, 
DEF, seront egaux. 
^ ^ <' En effet , ces triangles peuvent 

6tre poses Tun sur Tautre de maniere qu'ils coincident par- 
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faitement. Et d'abord , si Ton place \% c6te DE sur son egal 
AB , le point D tombera en A et le point E en B : mais 
puisque Tangle D es^egal•a Tangle A, des que le cdte DE 
sera place sur AB, le cdte DF prendra la direction AC. De 
plus DF est egal a AC; done le point F tombera en C , et 
le troisieme c6te EF couvrira exactement le troisieme c6te 
BC ; done le triangle DEF est egal an triangle ABC. 

Corollaire. De ce que trois parties sont egales dans 
deux triangles , savoir, Tangle A = D, le c6te AB = DE, 
et le c6te AC = DF, on pent condure que les trois au- 
tres le sont, savoir. Tangle B == E, Tangle C = F, ^et le 
c6te BC = EF. 

PROPOSITION K. 
thi£or£Sie. 

Deux triangles sont igaux, lorsquils ont an cdtd 
igal adjacent a deux angles igaux cluzcwi a cliacwi. 

A Soit le c6te BC egal au c6te EF , 

Tangle B egal k Tangle E, et Tangle 
C egal a Tangle F; je dis que le 
triangle DEF sera egal au triangle 
^ 5" B <3 ABC. 

Car^ pour operer la superposition , soit place £F sur son 
egal BC, le point E tombera en B^ etle point F en C. Puis- 
que^ Tangle E est egal a Tangle B, le cdte ED prendra la 
direction BA; ainsi le point D se trouvera sur quelque 
point de la ligne BA. De meme^ puisque Tangle F est egal 
a Tangle C, la ligne FD "prendra la direction CA, et le 
point D se trouvera sur quelque point du c6te CA ; done 
le point D, qui doit se trouver a la fois sur les deux lignes 
BA , CA, tombera sur leur intersection A ; done les deux 
triangles ABC, DEF , coincident Tun avec Tautre et sont 
par faitement egaux. 

Corollaire. Dc ce que trois parties sont egales dans deux 
triangles, savoir, BC = EF, B = E, C = F, on peut 
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condure que les trois autres le sont, savoir AB = DE, 
AC = DF, A = D. 

PROPOSITION X. 

THiORiHE. 

t 

Si deux cdtis dun triangle sont igaux a deux cdtis 
(Tun autre triangle chacun a chacun; si en mime 
temps V angle compris par les premiers est plus grand 
que r angle compris par les seconds ^ je dis que le 
troisieme c6ti du premier triangle sera plus grand 

que le troisiime c6ti du second. 

Soient les deux triangles 
ABC, FGH, dans lesquels on 
a AB =FG, AC = FH, et 
Tangle BAG > GFH ; je dis 
que le c6te BC sera plus grand 
B EC G H queGH. 

Faites Tangle CAD = GFH , prcnez AD = GF, et joignez 
CD : les deux triangles ACD, GFH, sont egaux comme 
ayant un angle «gal compris entre c6tes egaux. II suffit 
done de demontrer que BC est plus grand que CD. 

Divisez Tangle BAD en deux parties egales par la ligne 
A£, cette droite tombera dans le plus grand angle BAG; 
enfin tirez la ligne DE : les deux triangles BAE, EAD, 
seront egaux comme ayant un angle 6gal compris entre 
deux c6tes egaux. Done BE = ED. Mais, dans le triangle 
EDC, onr a CD < ED -h EC. Remplacant ED par BE , on 
obtient CD < BE + EC ou CD < BC. 

Reciproquement, si les c6tes AB, AC, du triangle ABC 
sont egaux aux deux c6tes FG, FH, du triangle FGH; si 
de plus le troisieme cdte CB du premier triangle est plus 
grand que le troisieme c6t^ GH du second , Tangle BAG 
sera plus grand que Tangle GFH. 

Gar, si Tangle BAG ^tait plus petit que GFH , on vicnt 
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He voir que CB serait plus petit que GH , ce qui est con- 
tre Fbypoth^se; et si Tangle BAG etait egal k GFH, on au- 
rait CB= GH; ce qui est aussi contre la supposition. 

PROPOSITION XI. 

THBOR^BfE. 

Deux triangles sorU igauXy lorsquils ont les trois 
cdtis igaux cliacun a chacun. 

.^ Soit le c6te AB = DE, AC = DF, 
, BC = EF, je dis qu'on aura Tangle 
A = D, B = E, C = F. 

Car si Tangle A etait plus grand 
J5 J B que Tangle D, conune les c6tes AB, 

Ac, sont ^gaux aux c6tes DE, DF, chacun a chacun, il s^en- 
suivrait, par le theoreme precedent, que le c6te BC est plus 
grand que EF; et si Tangle A etait plus petit que Tangle D, 
il s^ensuivrait que le c6te BC est plus petit que EF : or BC 
est egal a EF ; done Tangle A ne pent etre ni plus grand ni 
plus petit que Tangle D; done il lui est egal. On prouvera 
de mdme que Tangle B = E, et que Tangle C = F. 

Scolie. On pent remarquer que les angles egaux sont 
opposes a des c6tes egaux : ainsi les angles egaux A et D 
sont opposes aux c6tes egaux BC, EF. 

PROPOSITION xn. 

THEOREMS. 

Dans un triangle isocUcj les angles opposis aux 
cdtis igaux sont igaux. 

A Soit le cdte AB = AC, je dis qu'on aura 

Tangle C = B. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point 
D , milieu de la base BC : les deux trian- 
gles ABD, ACD, auront les trois c6tes 
^ egaux chacun a chacun , savoir,^ AD coinr- 
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mun, AB = AC par hypothese, et BD = DC par construc- 
tion ; done , en vertu du theoreme precedent , Tangle B est 
egal a Tangle C. 

Corollmre, Un triangle Equilateral est en meme temps 
equiangle, c*est-a-dire quil a ses angles egaux. 

Scolie. Uegalite des triangles ABD, ACD, prouve en 
m^me temps que Tangle BAD = DAC, et que Tangle BDA 
= ADC; doncces deux demiers sont droits; done la ligne 
menee du sommet d*un triangle isocele au milieu de sa base 
est perpendiculaire a cette base, et divise r angle du sommet 
en deux parties egales. 

Dans un triangle non isoc^Ie,. on prend indifferemment 
pour base un cdte quelconquc, et alors son sommet est 
celui de Tangle oppose. Dans le triangle isocEle, on prend 
particulierement pour base le c6tE qui n*est point egal a 
l*un des deux autres. 

PROPOSITION xm. 

THEORJCME. 

Riciproquement y si deux angles sont igaux dans 
un triangle, les c6tis opposis serorU igaux y et le 
triangle sera isocUe. 

Soit Tangle ABC ==. ACB, je dis que le c6te 
AC sera egal au c6te AB. 

Car si ces c6tes ne sont pas egaux, soit AB 
le plus grand des deux. Prenez BD = AC, et 
joignez DC. L'angle DBC est, par hypothese, 
egal a ACB ; les deux c6tes DB, BG, sont egaux 
aux deux AC, CB; done le triangle DBC serait Egal au 
triangle ACB. Mais la partie ne pent pas Etre egale au tout; 
done il n*y a point d*inEgalite entre les c6tes AB, AC; done 
le triangle ABC est isocEle. 
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PROPOSITION XIV. 

THEORiME. 




De deux cdtis (Tun triangle ^ celul-la est le plus 
grand qui est opposi a un plus grand angle; et ri- 
ciproguement , de deux angles dun triangle , celui-la 
est le plus grand y qui est opposi a un plus grand c6ti. 

I* Soil Tangle C > B, je dis que le c6te AB, 
oppose a Tangle C, est plus grand que le c6te 
AC, oppose k Tangle B. 

Soil fait Tangle BCD = B; dans le triangle 

i3. |/ \ BDC on aura * BD = DC. Mais la ligne drolle 

AC est plus courte que AD -f- DC, et AD -t- DC 
= AD -+- DB = AB ; done AB est plus grand que AC. 

a® Soit le cdle AB > AC, je dis que Tangle C, oppose au 
cdte AB, sera plus grand que Tangle B, oppose au c6te AC. 
Car, si on avait C <C B, il s*ensuivrait , par ce qui vient 
d'etre demontre , AB < AC, ce qui est contre la supposi- 
* ,3. tion. Si on avait C = B, il s'ensuivrait* AB = AC, ce qui est 
encore contre la supposition; done il faut que Tangle C 
soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

TH£OR]^ME. 

D'un point A pris hors dune droite CD, i" on peut 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite ; 2° on nen 
peut abaisser quune seule. 

I* Prenons sur CD un point B, et me 
nons AB ; faisons Tangle DBA' egal a 
Tangle DBA ; prenons BA' = BA, et ti- 
rons la droite AA'. 

Les deux triangles ABE, A'BE, ont le 
c6t6 BE commun; AB = BA', et I'angle 
ABE est egal a Tangle EBA' ; ils sont 
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done egaux. On en conclut que les angles adjacents AEB, 
A'EB, sont ^gaux, et par consequent sont droits. Done AE 
est perpendlculaire sur CD. 

n^ Supposons que du point A on puisse mener sur CD 
deux perpendiculaires AE, AB ; prolongeons Tune d^elles 
AE d*une quantite EA' ^ AE, et joignons A'B. 

Le triangle AEB est egal au triangle A'EB, car les angles 
AEB, A'EB, sont droits ; le c6te AE = A'E et le c6te BE est 
commun; on en conclut que Tangle ABE = EBA' : or 
Tangle ABE est droit, done £BA' Test aussi. Mais, si les 
angles adjacents ABE, EBA' valent ensemble deux angles 
droits, il faut que la ligne ABA' soit droite, d'od il resulte 
qu'entre deux points A et A on pourrait mener deux lignes 
droites, ce qui est impossible. Done, etc. 

PROPOSITION XVI. 

THEOREMS. 

Si dun point A situi Jiors dune droite DE on mine 
la perpendiculaire AB sur cette droite , et diffirentes 
obliques AE, AC, AD, etc.y a diffirents points de cette 
mime droite : 

1^ La perpendiculaire AB sera plus courte que toute 
oblique; 

2® Les deux obliques AC, AE, menies de part et 
d autre de la perpendiculaire a des distances igales 
BC, BE, seront igales ; 

3® Be deux obliques AC et AD, ou kEet AD , me- 
nses comme on voudra] celle qui s'icarte le plus de la 
perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB 
d'une quantite BF = AB , et joignez 
FC, FD. 

I** Le triangle BCF est egal au trian- 
gle BCA, car Tangle droit CBF = CBA, 
le c6te CB est commun, et le c6ic BF 
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= BA; done le troisi^me c6te CF est egal au troisi^me 
AC. Or ABF, ligne droite , est plus courte que ACF, llgne 
brisee; done AB^ moitie de ABF, est plus courte que AC, 
moitie de ACF ; done , i* la perpendiculaire est plus eourte 
que toute oblique. 

a** Si on suppose BE = BC, comme on a en outre AB 
commun et Tangle ABE = ABC, il s^ensuit que le triangle 

* 8* ABE est egal au triangle ABC*; done les c6tes AE, AC, 

sont egaux; done, a° deux obliques qui s*ecartent egalement 
de la perpendiculaire sont egales. 

3"" Dans le triangle DFA la somme des lignes AC, CF, 

* 6. est plus petite * que la somme des c6tes AD, DF ; done AC, 

moitie de la ligne ACF, est plus courte que AD, moitie de 
ADF ; done 3", les obliques qui s'ecartent le plus de la per* 
pendiculaire sont les plus longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie distance 
d'un point a une ligne, puisqu'elle est plus courte que toute 
oblique. 

n. D'un meme point on ne pent mener a une m^me 
ligne trois droites egales : car si cela etait^ il y aurait d'un 
meme cote de la perpendiculaire deux obliques egales , ce 
qui est impossible. 

PROPOSITION XVU. 

THEOr£m£. 

Si par le point C, milieu de la droite AB, on ili\>e 
la perpendiculaire EF sur cette droite, i® chaque 

point de la perpendiculaire sera 6gale~ 
ment distant des deux extrimitis de la 
ligne AB ; 2** tout point sttui hors de la 
perpendiculaire sera inigalement distant 
des memes extremitis A et B. 

Car, I* puisqu'on suppose AC = CB, 
les deux obliques AD, DB, s'ecarteut cga- 
lement de la perpendiculaire; done el les 
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sont egales. U en est de meme des deux obliques AE, £B, 
des deux AF, FB, etc. ; done, i* tout point de la perpen- 
diculaire est egalement distant des extremites A et B. 

Qk* Soit I un point hbrs de la perpendiculaire ; si on joint 
lA , IB ,' Tune'de ces lignes coupera la perpendiculaire en 
D, d'ou tirant DB, on aura DB = DA. Mais la ligne 
droite IB est plus petite que la lig^e brisee ID 4- TB, et 
ID-hDB = ID4-DA=IA; done IB<IA; done, 2» lout 
point hors de la perpendiculaire est inegalement distant des 
extremites A et B. 

Remarque. On appelle lieu geometrique une ligne dont 
tousles points jouissent d'une propriete commune, aTex- 
clusion de tons les autres points du plan. 

La ligne EF est done le lieu geometrique des pc^nt^ ega- 
lement distants des points A et B. 

PROPOSITION XVUI. 

THEORJ&ME. 

Deux triangles rectangles sont dgaux lorsquils ont 
V hypotenuse egale et un coti egal. 

Soit rhypotenuse AC 
= DF;etlec6teAB = 
DE , je dis que le trian- 
G ^ e"^ f gle rectangle ABC sera 

ogal au triangle rectangle DEF. 

Portons le triangle DEF sur le triangle ABC, de maniere 
que le c6le DE tombe sur son egal AB; les angles B et E 
etant droits, la droite EF prendra la direction BC, et le 
point F tombera en C; car si le point F tombait en G, le 
triangle ABG serait egal au triangle DEF; d'ou Ton con- 
clurait AG = DF -/^mais par hypothese AC = DF, done on 
aurait AG = AC, ce qui est impossible , puisque ces deux 
droites sont deux obliques qui s ecartent inegalement du 

pied de la perpendiculaire AB. 

2. 
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PROPOSITION XIX. 

THKOR&ME. 

Deux triangles rectangles sont igaux quand Us ont 
Vhjrpotinuse igale et un angle igal. 
A D Soil AC = DF et Tangle A = D, 

je porte DEF sur ABC, de maniere 
que DF s'applique sur AC ; Tangle D 
etant egal a Tangle A, DE prendra la 
^ direction AB, et en mdme temps FE 
prendra la direction CB, car autrement on pourrait du 
point C abaisser deux perpendiculaires sur AB. Le point E 
tombera done en B , et les deux triangles coincideront par- 
faitcment. 





PROPOSITION XX. 



THEORIEME. 



I* Tout point M pris sur la bissectrice (*) (Tun angle 
BAD est igalement distant des cdtis de cet angle. 
• 2* Tout point M pris dans V angle BAD, et igale- 
ment distant des cdtis AB , AD , appartient a la bissec- 
trice de cet angle. 

^ .1® Abaissez du point M les droites MD 

/ \ et MC, respectivement perpendiculaires sur 

c/ \i) AD et sur AB ; les triangles rectangles MAD, 

5/ ^>^ \ MAC sont egaux, car ils ont Thypot^nuse 

^ ^ MA commune , et les angles MAD , RIAC , 

egaux par hypothese; done MD = MC. 

2* Reciproquement, si les perpendiculaires MD, MC, 
sont egales , les triangles rectangles MAD, MAC, seront en- 
core egaux, comme ayant Thypotenuse MA commune. 



[*) La bis»9ctrice d*uo angle est la ligne qui diTise cet angle en deux parlies 
egales. 
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ct les c6tes MD, MC, egaux par hypolhese; done Tangle 

MAD = MAC. 

D resulte de la que tout point prls dans Tangle BAD , 

hors de ki bissectrice AM, est inegalement distant des deux 

cotes. 

Remarque I. La bissectrice d*un angle est le lieu geome- 

trique des points situes dans Tinterieur de cet angle , qui 

sont egalement distants de ses c6tes. 

Remarque II. Le lieu geome- 
trique des points egalement dis- 
tants de deux droites indefinies 
AB, CD, est forme par les bissec- 
-trices MN, PQ, des angles adja- 
cents AOD, AOC, formes par les 
droites donnees. Les bissectrices 
MN, PQ, sont perpendiculaires 

entre elles; car la somme des angles AOC, AOD ^tant egale 

a deux droits, la somme de leurs moitiesPOA,,AON, est 

egale a un droit. 




THEORTE DES PARALLELES. 



PROPOSITION XXI. 

THEORl^ME. 



M 



C 



B 



D 



Deux droites AC, BD, perpendiculaires 
sur une meme droite CD , soiU paral- 
files. 

Car, si elles se rencontraient en un point 
M, par exemple, on pourrait de ce poinf 
abaisser deux perpendiculaires sur CD. 
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PROPOSITION XXII. 

Par un point on pent mener une paralUle a une 
droUe, et on n en pent mener quune seule. 

-^ ^ Du point A abaissez AB perpendiculaire 

Bur BC, et au m^me point menez AD per- 

B G pendiculaire sur AB, les deux droites AD et 

BC, ^nt tOQtes deux perpendiculaires sur AB, seront pa- 
ralleles. 

On admettra en second lieu , comme une proposition 
evidente , que par un point on ne pent mener qu'une seule 
parallele a une droite. 

PROPOSITION XXIU. 

THEORiME. 

Si deux droites CD, AB, sont paralleleSj toute droite 
FH perpendiculaire sur tune delles AB est perpendi- 
culaire sur l' autre CD. 

c h II est d'abord evident que FH doit 

rencontrer CD ; autrement on pour- 
rait par le point F mener deux pa- 
B rallies a CD. Enfin CD est perpen- 
diculaire sur FH; car, si la Ugne CD etait oblique sur FH, 
on pourrait au point H elever une perpendiculaire sur FH, 
laquelle serait parallele a AB, et Ton aurait ainsi deux 
droites passant par le point H et paralleles a AB. 

Scolie, II resulte de cette proposition 
que si deux droites AB, BC, se coupent, 
Its droites AE, CD, qui leur sont respeo- 
tivement perpendiculaires, se coupent 
egalement; car, si ces deux demidres 
droites etaient paralleles, la ligne BC qui 
est perpendiculaire sur CD, serait aussi 
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perj^endiculaire sur sa parallele AE; or BA est perpendlcu- 
Iiair« sur AE ; done on pourrait abaisser du point B deux 
perpendieulaires sur la droite AE. 

PROPOSITION XXIV. 

THEORJ&MB. 

Deux droites AB, CD, parallkles a une troisiime EF 

sont paralUles erUre elles. 
^ 3j Car, si les droites AB , CD, se ren- 

^*^M contraient en un point M, on pour- 
^ D rait par ce point mener deux parall^les 

X P ^EF. 

DEFINITIONS. 

Lorsque deux droites AB, CD, sont 
coupees par une transversale EF, il y a 
huit angles formes aux points d'inter- 
section G et H. 

Les quatre angles (i), (4), (5), (8), 
compris entre les deux droites AB et CD, 
sont appeles angles internes. Les quatre 
^ autres sont appeles angles extemes. 

Deux angles tels que (i) et (5), situes de part et d'autre 
de la secante , internes et non adjacents , sont appeles al- 

temes-intemes . 

Deux angles tels que (8) et [i] , situes d un meme c6te 
de la secante , Tun interne , Tautre exteme et non adjacents, 
sont appeles angles correspondants. 

Enfin des angles tels que (2) et (6), situes de part et d*au- 
tre de la secante , externeset non adjacents, sont appeles 
altemes-extemes. 
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PROPOSITION XXV. 

« 

THEORIZE. 

Deux paralUles formerU ax^ec une Iransi^ersale 

I* Des angles cUternes-internes igaux; 

2^ Des angles alternes-externes igaux ; 

3° Des angles correspondants igaux ; 

4" Des angles intirieurs dun mime c6ti de la si- 
cant e^ dont la somme est igale a deux droits. 

1* Solent les para lilies AB, CD, coii- 

A M 15/^ B pees par la transversale GH. Du point O, 

milieu de EF, abaissez OM perpendicu- 
-g laire sur AB ; cette ligne sera egalement 
perpendiculaire sur CD. Les triangles rec- 
tangles MOE, ONF, son^egaux, car les hypotenuses OE, 
OF, sont egales par construction , et les angles MOE, FON, 
sont ^gaux comme opposes par le sommet. De Tegalite de 
ces triangles on conclut que les angles alternes-internes 
MEO , OFN sont egaux. 

On voit aussi par la que les angles BEF,»EFC, sont egaux, 
car ces angles sont respectivement les supplements des an- 
gles MEO, OFN. 

a* Les angles alternes-externes GEB, CFH, sont egaux, 
car ils sont opposes par le sommet aux angles alternes-in- 
ternes MEO, OFN. 

3* Les angles correspondants GEB, EFD, sont egaux, car 
GEB = AEF, et AEF = EFD. 

4** La somme des angles BEF, EFD, est egale a deux droits, 
car on a BEF + AEF = a*»% et AEF = EFD. 

* 

PROPOSITION XXVI. 



* 



THEOREME. 



Riciproquement, si deuJ droites font wee une trans* 
i^ersale 
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Des angles alternes4nternes igaux , 
Ou des angles alternes-externes igaux ^ 
Ou des angles correspondants igaux ^ 
Ou des angles intirieurs dun menie cdti de la si^ 
cante^ dont la somme soit igale a deux droits, 
Ces droites sont paralleles. 

H/ ' x^ Soient les deux droites AB, CD, 

K coupees par la transversale GH ; si les 
angles alternes-internes AEF, EFD, 
sont egaux, AB sera parall^Ie a CD. 
Autrement on pourrait par le point E 
H mener une parallele EI k CD ; mais alors 

les angles lEF, EFD , seraient egaux comme alternes-in- 
ternes, et comme par hypoth^se AEF = EFD, on aufait 
AEF = lEF, ce qui est absurde. 

2* Si les angles alternes-externes , GEB , CFH , sont 
^gaux, les angles AEF, EFD, qui sont opposes par le 
sommet aux premiers, seront egaux, et, d*apr^s ce qui 
vient d'etre demontre , AB sera parallele k CD. 

3® Si les angles correspondants GEB, EFD, sont egaux , 
comme GEB est egal k AEF , on aura AEF = FJ«'D ; done 
AB est parallele a CD. 

4° Si la somme des angles BEF, EFD , est ^gale k deux 
droits, comme BEF -f- AEF = a •*'-, on en conclut AEF = 
EFD ; done AB est parallMe a CD. 

PROPOSITION XXVII. 

THEORiME. 

jj Deux angles qui ont leurs cdtis paral" 
, Ules sont igaux ou supplimentaires . 

I* Soient ABC, DEF, deux atigles dont 

^ les c6tes sont paralleles et diriges dans le 

|. mdme sens. Ces angles seront egaux. En 

elTet, les angles DLC, DEF, sont egaux 

comme angles correspondants. Mais, par 
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la m^me raison, DLC = ABC: done ABC = DEF. 

a* Soient deux angles ABC, MEN, dont les c6tes sunt 
parall^les , mais dirlges en sens contraire , ces angles seront 
egaux ; car MEN = DEF et DEF == ABC. 

3* Enfin deux angles ABC, DEM, dont les c6tes sont 
paralleles, mais dont deux cdtes BA et ED sont diriges 
dans le m^me sens , et les deux, autres BC et EM en sens 
contraire, sont supplementaires ; car DEM est le supple- 
ment de DEF, et DEF = ABC. 

PROPOSITION XXTUI. 

THEORJ^ME. 

*iS/ deux angles ont leurs cdtis perpendiciUaires 
rliacun a cliacun^ ces angles seront igaux on sup^ 
plimentaires. 

!• Soient BAC, DEF, deux angles 
aigas, dont les c6tes sont perpen- 
diculaires chacun a chacun. Me- 
nons par le point A les droltes AI, 
AH , respectivement paralleles aux 
^^ droites DE, EF, et dirigees dans le 
meme sens ; Tangle lAH est egal k Tangle DEF. 

Or EF etant perpendiculaire sur AC, la droite AH paral- 
lel a EF sera aussi perpendiculaire sur AC. 

On aura done HAB -+■ BAC = i*'*'- ; par la m^me raison, 
AI est perpendiculaire sur AB, et Ton a HAB -h lAH si**'-; 
done lAH = BAC = DEF. 

a* Les angles aigus BAC, DEF, etant egaux, les angles 
adjacents CAL, FEG, qui sont les supplements des pre- 
miers , seront aussi egaux. 

3* L'angle aigu BAC etant egal a DEF sera le supple- 
ment de FEG. 

En resume , lorsque deux angles qui ont leurs c6tes per- 
pendiculaires , sont tons deux aigus, on tous deux obtus , 
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lis sont egaux. Si Tan est aigu et Tautre obtus , ils sont 
supplementaires . 



PROPOSmON XXIX. 

THEOREME. 




La somme des trois angles dua triangle est igale a 
deux angles droits. 

,B Menez AE parallele a BC, et prolongez 
AC; les angles ACB, EAD, sont egaux 
comme angles correspondants , par rap- 
CAD port aux paralleles BC , AE 9 coupees par 
la transversale AC. Les angles CBA , BAE, sont aussi egaux 
comme angles alternes-intemes , par rapport aux paral- 
leles BC , AE , et a la secante AB ; done la sonmie des an- 
gles du triangle est egale a la somme des trois angles CAB, 
BAE, EAD, formes autour du point A, d'un meme c6te 
de la droite AC. Or cette derniere somme est egale a 
a droits; done la premiere est egale a*a droits. 

Corollaire I. Dans tout triangle il ne pent y avoir qu^un 
angle droit , et a plus forte raison qu'un angle obtus. 

JI. Dans tout triangle rectangle, la somme des deux 
angles aigus est egale a un droit. 

III. Quand on connatt deux angles d'un triangle ou sim- 
plement leur somme, on obtient le troisieme en retran- 
chant cette somme de deux droits. 

IV. L^angle exterieur BAD, forme par le c6te BA et 
le prolongement de AG, est egal a la somme des deux 
angles interieurs CBA, BCA. 

PROPOSITION XXX. 

THKOaiCME. 

La somme des armies intdrieurs d^un poly gone cofi" 
ifexe est igale a autant de fois deux angles droits quU 
y a de cdtis, moins deux. 
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Par un des sommets A , menons des dia- 
gonales a tous les sommets non adjacents : 
i> le polygone sera decompose en autant de 
triangles qu^il y a de c6tes moins deux ; car 
^ ces difTerents triangles peuvent ^tre consi- 
deres comme ayant pour sommet commun 
le point A, et pour bases les differen^s coles 
du polygone, excepte les deux triangles extremes qui con- 
tiennent chacun deux c6tes du polygone. On voit aussi que 
la somme des angles de ces triangles est egale k la somme 
des angles du polygone ; done cette d emigre somme est 
egale a autant de fois deux droits qu'il y a de c6tes, moins 
deux. Si Ton represente par n le nombre de cdtes du po- 
lygone , la somme des angles sera : 

a X (w — 2) ou 2 w — 4- 



PROPOSITION XXXI. 
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Si I'onprolongeaaiu un mime sens ioiu les cdtiscTun 
polygone tonvexe , la somme ie tous les angles exti- 
rieurs ainsiformis , est igale a 4 angles droits. 

En effety la sonune de Tan- 
gle exterieur MBN et de Tangle 
interieur adjacent ABN est 
egale a 2 droits. 

La somme de tous les an- 
gles interieurs et exterieurs du 
polygone est done egale a 2 /t 
droits (en appelant n le nombre 
des c6tes dn polygone). 
Si done de cette somme on retranche la somme des an- 
gles interieurs, qui est egale a 2 n — 4y i^ reste 4 droits pour 
la somme des angles exterieurs. 
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PROPOSITION xxxn. 

THEORiEMB. 

Les cotis opposis (Tun paralUlogranvne sont igaux, 
ainsi que les angles opposes. 

j^^ ^C Tirez la diagonale BD : les deux 

triangles ADB, DBC, ont le c6te com- 
mun BD; de plus, a cause des paral- 

A' ^B leles AD, BC, Tangle ADB = DBC *, * a5. 

et, a cause des paralleles AB, CD, Tangle ABD = BDC; 
done les deux triangles ADB, DBC, sont ega ux * ; done le c6te * 9- 
AB^ oppose a Tangle ADB, est egal au c6te DC, oppose a 
Tangle egal DBC, et pareillement le troisieme c6te AD est 
egal au troisieme BC; done les c6tes opposes d'un paralle- 
logranune sont egaux. 

En second lieu , de Tegalit^ des m^mes triangles il s*en- 
suit que Tangle A est egal a Tangle C, et aussi que Tan- 
gle ADC, compose des deux angles ADB, BDC, est egal a 
Tangle ABC, compose des deux angles DBC, ABD; done les 
angles opposes d*un parallelogramme sont 6gaux. 

Corollaire I. Done deux paralleles AB^ CD, comprises 
entre deux autres paralleles AD, BC, sont ^gales. 

Corollaire II. Deux paralleles sont partout egalement 
distantes. 

c H G D ^^^ ^ ^^ ^ etant paralleles , abaissez 

des points H et G, HF et GE, perpendicu- 
laires sur AB, ces droites seront paraUeles, 
et seront egales com me etant comprises 
entre paralleles. ^ 

D E Corollaire HI. Si par le point C 

de la droite AB, on eleve de part et 
d'autre de cette droite les deux per- 
pendiculaires egales CD, CD', et que 
par les extremites D et D' on m^ne 
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E' les lignes DE, D'E' paralleles a AB, 
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ces droites representeront le lieu geometrique des points 
distants de AB de la quantite CD. 

En effet tous les points des deux droites DE, D'E' jouis- 
sent de jcette propriete ; et on reconnattrait sans difficulte 
que tout point pris hors de ces droites , est distant de AB 
d'une quantite differente de CD. 

PROPOSITION XXXUI. 

THEORiME. 

Si dans un quadrilatere ABCD les cdtis opposis 
sont igauXy en sorte quon ait AB = CD, et AD = BC, 
les cdtis igaux seront paraHUes, et la figure sera un 
paralUlqgranune . 

Car, en tirant la diagonale BD, les 
deux triangles ABD, BDC, auront les- 
trois cdtes egaux chacun a chacun ; 
"b done ils seront egaux ; done Tangle 

. ADB, oppose au cote AB, est egal a Vangle DBC, oppose au 

* *6' cote CD ; done * le cote AD est parall^le a BC. Par une sem- 

blable raison , AB est parallele a CD ; done le quadrilatere 
ABCD est un parallclogramme. 

PROPOSITION XXXIV. 

THEOR^ME. 

Si deux cotis opposis AB , CD , dun quadrilatere 
sont igaux et paralliles, les deux autres cdtis seront 
pareillement igaux et parallUes y et la figure ABCD 
sera un parallilogramme. 

j)^ c^ Soit tiree la diagonale BD; puisque 

/ %. / AB est parallele a CD, les angles alter- 

* *^* / \. / nes-interues ABD, BDC, sont egaux* : 

A^^ ^ d'ailleurs le c6te AB = DC , le c6te DB 

est commun, done le triangle ABD est egal au triangle 

* 3. DBC *} done le cote AD == BC, Tangle ADB = DBG, et par 
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consecpient AD est parall^le a BC; done la figure ABCD est 
un parallelogramme. 

PROPOSmON XXXV. 

THEOREME . 

m 

Dans tout rectangle ABCD, les diagonales sont 

egales. 

En effet, les triangles rectangles ABC, 

Afv:;;^^ -^pf^ DCB sont egaux; car ils ont le c6te BC 

commun, et AB=!= DC ; done AC = BD. 
Reciproqueinent. Tout parallelo- 
^ gi-amme ABCD, dontles diagonales sont 
egaies , est un rectangle. 

En effet, les deux triangles ABC, DCB ontle c6te BC com- 
niun; AC = BD, par liypoth^se, etles cotes AB, DC, sont 
egaux, comme c6tes opposes du parallelogramme. Les trian- 
gles ABC, DCB sont done egaux. 

II en resulte que les angles ABC, DCB, sont egaux; or a 
cause du parallelisme des droites AB, CD, ces angles sont 
supplementaires, done ils sont droits; done ABCD est un 
rectangle. 

PROPOSITION XXXVI. 

THEOaiLME. 

Les deux diagonales AC, DB, d^un parcdlilogramme 
se coupent mutuellement en deux parties dgales. 

Car, en comparant le trian- 
gle ADO au triangle GOB, on 
trouve le cdte AD = CB, Tan- 
gle ADO = CBO * ; et Tangle * aS. 
DAO = OCB; done ces deux 
triangles sont egaux*; done AO, cote oppose a Tangle * g, 
ADO, est egal a OC, c6te oppose a Tangle OBC ; done aussi 
DO = OB. 




3a Gj£oMETBlB. 

Rdciproquement, Si dans un quadrilat^re ABCD, lea deux 
diagonales AC, BD, se coupent mutuellement en deux par- 
ties egales, ce quadrilat^re est un paralielogramme. 

En efTet les triangles DOC, AOB, sont egaux, comme 
ayant un angle egal compris entre c6t^s egaux. On en con- 
clut que DC = AB, et que les angles DCO, BAO sont egaux ; 
or ces angles ayant la position d*altemes internes, DC est 
paraU^e a AB, et la figure ABCD est un parallelogramme . 

Scolie I. Dans le cas du losatige, les c6tes AB, BC, etant 
egaux, les triangles AOB, OBC, ont les trois c6tes egaux 
chacun a chacun, et sont par consequent 6gaux; d'ou il suit 
que Tangle AOB = BOC, et qu'ainsi les deux diagonales 
d'unlosange se coupent mutuellement a angles droits. 

Scolie n. Si le losange devient un carre , les diagonales 
se coupent toujours a angles droits: mais en outre elles 
sont egales. 
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LIVRE II. 

LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 




DEFINITIONS. 

« 

L La circonference du cercle est une 
ligue courbe, dont tous les poiats sont 
egalement distants d'un point interieur 
qu^on appelle centre, 

Le cercle est la portion de plan termin^e 
par cette ligne courbe. 
11. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menee du cen- 
tre a la circonference , s'appelle rayon; toute ligne, comme 
AB, qui passe par le centre , et qui est terminee de part et 
d autre a la circonference, s'appelle diametre. 

En vertu de la definition du cercle, tous les rayons sont 
egaux; tous les diam^tres sont egaux aussi, et doubles du 

rayon. 

nL On appelle arc une portion de circonference telle 

que FHG. 

La corde ou sous^tendante de Tare est la ligne droite FG 
qui joint ses deux extremites. 

rV. Segment est la surface ou portion de cercle comprise 
entre Tare et la corde. 

N. B. A la mfme corde FG repondent toojmm deux arcs FHG, FEG, et par 
consequent aussi deux segments; mais c'est toujours le plus petit dont on en- 
tend parler, a moins qu*on n*exprime le cbntraire. 

"V. Secteur est la partie du cercle comprise entre un arc 

DE et les deux rayons CD, CE, mcnes aux extremites de 

cet arc- 

3 
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VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle^ 
celle dont les exlremiles sont a la circonfe- 
reuce , comme AB ; 

Jngle uuscrity un angle tel que BAG, dont Ic 
soinmet est a la circonference, et qui est forme 
par deux cordes ; 

Triangle inscrit, un triangle tel que BAG , dont les trois 
angles ontleur sommet a la circonference; 

Et en general figure inscrite, celle dont tous les angles 
ontleurs soramets a la circonference; en meme temps on 
dit que le cercle est circonscrit a cette figure. 

VII. On appelle secante une ligne qui ren- 
contre la circonference en deux points : 
telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n a qu'uu 
^ ^ ^ point de commun avec la circonference : 

telle est CD. 

Le point commun M s'appelle point de contact. 
IX. Pareillement deux circonfcrences sont tangentcs 
Tune aTautre, lorsqu'elles n'ont qu'un point de commun. 

X. Un polygone est circonscrit a un cer- 
cle ^ lorsque tous ses c6tes sont destangentes 
a la circonference ; dans le meme cas on 
dit que le cercle est inscrit dans le poly- 
gone. 

N. B. On appelle en general 

tangente a une courbe la limite 
deft positions que prend une se- 
cante AB qui toume autour d'un 
point A de la courbe, jusqu'a ce 
qu'un second point de section vien- 
ne se confondre avec le premier. 
Si la courbe est feimee, et ne peut ctre rencontree par une droite en plus de 
deux points, comme le cercle par exemple, il est Evident que, lorsque les deux 
points dlntersection seront reunisen un seul, la droite n'aura plus qu*un point 
commun avec la courbe, et Ton pourra, si Ton veut, appeler tangente une di-oitc 
qui n'a qu'on point commun avec la courbe. Mais la premiere definition con- 
vient seulc a toutes les courbes, et, mSme en la restreignant au cercle, elle a 
ravantage de montrer des analogies remarquables enlre plusiisurs tLeoiimes. 
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PROPOSITION PREMIERE. 

THBORBME. 



Vne ligne droite ne peut rencontrer une circonfi- 
rence en plus de deux points. 

Car, si die la rencontrait en trois, ces trois points seraient 
egalement distants du centre ; il y aurait done trois droites 
egales menses d'unmeme joint sur une meine ligne droite, 
ce qui est impossible *. • x6, i. 

PROPOSITION n. 
theorAmb. 

■ ■ 

7hut diametre AB dime le cercle et sa circonfe- 
rence en deux parties igcdes. 

T_ Car si on applique la figure AEB sur AFB, 

en conservant la base commune AB , il fau«. 
|b dra que la ligne courbe AEB tombe exacte- 
ment sur la ligne courbe AFB , sans quoi il 
^yT y aurait dans Tune ou dans Tautre des points 

megalement eloignes du centre , ce qui est contre la defini- 
tion du cercle. 

PROPOSITION m. 




THEORiME. 



Joule corde est plus petite que le diametre. 

Car, si aux extremites de la corde AD on 
mene les rayons AC, CD, on aura la ligne 
^ droite AD < AC 4- CD, ou AD < AB. 

Corollaire, Done la plusgrande ligne droite 
qu'on puisse inscrire dans un cercle est egale a son dia* 
metre. 
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PROPOSITION IV. 

THEORiMB. 

' Dans un mime cercle ou dans des cercles igaux , 
les arcs igaux sorU sous-tendus par des cor des igales, 
et riciproquement les cordes igales sous-tendent des 
arcs igaux. 

Le rayon AC etant cgal au 
rayon EO , et I'arc AMD egal a 
/' Tare ENG, je dis que la corde AD 
sera egale a la corde £6. 
' Car, le diametre AB etant egal au diam^tre EF, le demi- 
cercle AMDB pourra s'appliquer exactement sur le demi- 
cercle ENGF, etla Hgne courbe AMDB coincidera entiere- 
ment avec la ligne courbe ENGF. Mais on suppose la 
portion AMD egale a la portion ENG ; done le point D 
tombera sur le point G; done la corde AD est egale a la 
corde EG. 

Reciproquement, en supposant toujours le rayon AC = 
EO , si la corde AD = EG, je dis que Tare AMD sera egal a 
rare ENG. 

Car, en tirant les rayons CD, OG, les deux triangles ACD, 
EOG, auront les troisc6tes egaux chaicun a chacun, savoir : 
AC = EO, CD = OG, et AD = EG; done ces triangles sont 
egaux; done Tangle ACD = EOG. Mais en posant le demi- 
cercle ADB sur son egal EGF, puisque Tangle ACD = EOG, 
il est clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG, et le 
point D sur le point G; done Tare AMD est egal a Tare 
ENG. 

PROPOSITION V. 
theor£me. 

Dans le meme cercle ou dans des cercles igaux, 
un plus grand arc est sous-teridu par une plus grande 
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cordey et riciproquemerU ^ si toiUefois les arcs dont 
il sagit sorU moindres quune demi-circonfirence. 

Car, soit Tare AH plus grand 
que ENG; prenons Tare AMD = 
ENG, les cordes AD, EG, seront 
egales. Enfin menons les rayons 
DC, CH : les deux c6les AC, CH, 
<hi triangle ACH sont egaux aux deux cotes AC , CD , du 
triangle ACD; Tangle ACH est plus grand que ACD; done 
le troisi^me c6te AH est plus grand que le troisi^ne c6te 
AD; done aussi AH est plus grand que EG. 

Reciproquement , si la corde AH est plus grande que 
EG, Tare AMH sera plus grand que ENG ; car si AMH 
' etait egal a ENG, la corde AH scrait egale a EG, ce qui 
est contre Fhypothese; et si Fare AMH etait plus petit que 
ENG, la corde AH serait plus petite que EG, ce qui est 
encore contre la supposition. 

Scolie. Nous supposons que les arcs dont il s'agit soient 
moindres qu'une demi-circonference ; s'ils etaient plus 
grandsi la propriete contraire aurait lieu. 

PROPOSITION VI. 

THEOR^ME. 

Le rayon fXJ, perpendiculaire a une corde AB , di- 
i^ise cette corde et Varc sous-tendu AGB, chacwi en 

deux parties {gales • 

Menez les rayons CA, CB ; ces rayons sont, 
par rapport a la perpendiculaire CD , deux 
obliques egales ; done ils s'ecartent egalement 
de la perpendiculaire ; done AD = DB. 

En second lieu , puisque AD == DB , CG 

est une perpendiculaire elevee sur le milieu 

de AB ; done * tout point de cette perpendiculaire doit 6tre • 17. i< 

egalement distant des deux extremites A et B. Le point G 

est un de ces points ; done la distance AG = BG. Mais, si la 
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corde AG est cgale a la cordc GB, Tare AG sera egal a Tare 
* 4. GB * ; done le rayon G6, perpcndiculaire a la corde AB, di- 
vlse Tate sous-tendu par cette corde en deux parties e^^alcs 
au< point G. 

Scolie, La droite CG passe par le centre, par le milieu 
de la corde , par le milieu de Tare ; enfin elle est per|>enc4i- 
culaire sur la corde. Or deux d^ ces conditions suflisent 
pour determiner la position d*une droite ; done toute lig^e 
droite qui sera assujettie a deux de ces conditions remplira 
necessairement les deux autres. 

Ainsi la perpcndiculaire elevee sur le milieu de la corde 
passera oar le centre et par le milieu de Tare , et ainsi de 
suite. 

PROPOSITION VII. 

THEOniME. 




par trois points A , B , C , non en ligne droite , on 
pent toujours faire passer une circonference , mais 
on nen peut faire passer quune. 

Joignez AB, BC, et paries milieux de 
ces droites elevez les perpendiculaires DE, 
FG : ces droites se rencontrent, puis- 
qu'elles sont perpendiculaires sur les droi- 
tes AB, BC, qui se coupent. 

Maintenant le point de concours O des 
deux droites DE, FG, appartenant a la perpcndiculaire DE, 
est a egale distance des deux points Act B ; le meme point O, 
appartenant ^ la perpcndiculaire FG , est k egale distance 
des deux points B et C; done les trois distances OA, OB, 
OC, sont egales; done la circonference decrite du centre 
et du rayon OB passera par les trois points A, B, Q. 

Je dis de plus qu'aucune autre circonference nepeut 
passer par ces trois points ; car, s'il en existait une , son cen- 
tre devrait se trouver a la fois sur les lignes DE et FG; o 
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ces deux droites ne peuvent se couper qu*en un point; 
done, etc. 

CoroUaire I. La perpendiculairc elevee sur le milieu de 
AC passera par le point O, puisque ce point est a egale 
distance des points A et C; done les perperuUculaires 
eleifees sur les milieux des cotes (Tun triangle se coupent en 
un mime point. 

n. Deux circonferences ne peuvent avoir plus de deux 
points communs sans se confondre. 

PROPOSITION vm. 

THEOREMS. 

Dans un meme cercle, ou dans des cercles igaux^ deux 
cordes igales sent igalemerU iloignies du centre ; et , 
de deux cordes inigcdes , la plus petite est la plus iloi- 
gnde du centre. 

I* Soit la corde AB = DE : divisez ces 
cordes en deux par les perpendiculaires 
CF, CG, et tirez les rayons CA, G). 

Les triangles rectangles CAF, DCG, 
ont les hypotenuses CA, CD, igales ; de 
plus le cdte AF, moitiede AB, est egal 
au c6te D6, inoiti6 de DE; done ces triangles sont 
egaux^, et le troisi^me o6te CF est egal au troisi^me C6; * x8, i. 
done, I* les deux cordes egalesAB, DE, sont 6galement 
eloignees du centre. 

7? Soit la corde AH plus grande que DE , Tare AKH 
sera plus grand que Tare DME* : sur Tare AKH prenez la * 5. 
partie ANB = DME, tirez la corde AB, et abaissez CF 
perpendiculairc sur cette corde, et CI perpendiculairc 
sur AH ; il est clair que CF est plus grand que CO , et CO 
plus grand que CI; done k plus forte raison CF >> CI. 
Mais CF = C&, puisque les cordes AB, DE, sont egales; 
done on a CG ]> CI ; done, de deux cordes inegales , la plus 
petite est la plus eloignee du centre. 
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PROPOSITION IX. 

La perpendiculaire BD, menie a Vexiremiti du 
rayon CA, est une tangente a la circonfirence. 

]i Car toute oblique CE est plus longue 
que la perpendiculaire CA; done le 
point E est hors du cercle; done la 
ligne BD n*a que le point A commun 
avec la circonference ; done BD est une 
tangente. 

Reciproquement, Le rayon CA, mene au point de contact 
de la tangente BD, est perpendiculaire sur cette tangente. 
Car tousles points de cette ligne, a Texception du point A, 
etant exterieurs^ la circonference, le rayon CA sera la ligne 
la plus courte qu^on puisse mener du point C a la droite 
BD, et par consequent sera perpendiculaire a cette droite. 
Corollaire. Par un point A pris sur la circonference on 
ne pent mener qu'une seule tangente. 

PROPOSITION X. 

THEOR]EME. 

Deux paralleles A B, DE , interceptent sur la ciroon- 
firence des arcs igauxy MN, PQ. 

H II pent arriver trois cas : 

■^ i^ Si les deux paralleles sont secan- 

"^tcs, menez le rayon CH perpendiculaire 

a la corde MP , il sera en mSme temps 

perpendiculaire a sa parallde NQ ; done 

le point H sera a la fois le milieu de 

6. Tare MHP et celui de Fare NHQ*; on aura done Tare MH 

= HP, et I'arcNH = HQ; de la resulte MH — NH = HP 

— HQ, c'est-^-dire MN = PQ. 

a® Si des deux parallMes, AB, DE, Tune est secante, 
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Tautre tangcnte , au point de contact H 
menez le rayon CH ; ce rayon sera per- 
pendiculaire a la tangenteDE*, cftaussi 
k sa parall^Ie MP. Mais, puisque CH est 
perpendiculaire k la corde MP, le point 
H est le milieu de Tare MHP; done les 
arcs MH , HP , compris entre les paral- 
I'eles AB, DE, sunt egaux. 

3"* Enfin si les deox parall^les DE, LL, sont tangentes, 
Tune en H, Tautre en K, menez la secante parall^le AB : 
vous aurez, par cc qui vient d'etre demontr^, MH = HP et 
MK = KP ; done Tare entier HMK = HPK , et de plus on 
Yoit que chacun de ces arcs est une demi-circonference. 

PROPOSITION XI. 

rH£OR]k&IB. 

Si deux circonfirences out lui point comhiun A en 
dehors de la ligne GC' qui unit leurs centres , elles 
ont un deuxiime point commun M situA sur la per- 
pendiculaire AB a CC, et a la mime distance d^ cette 
droit e que le point A. 

^ En effet , A'B etant egal a AB, les droites 

CA, CA', seront egales comme obliques s'e- 
Q ^ »| N r cartant egalement du pied de la perpendi- 
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/ culaire CB a la droite AA'. Done le cercle 
^ decrit du point C comme centre avec CA 
pour rayon passera par le point A'; on verrait de m^me que 
le cercle decrit du point C comme centre avec CA pour 
rayon, doit passer par le point A'. 

Corollaire I. Quand deux circonferences se coupent , la 
ligne qui unit les centres est perpendiculaire sur le milieu 
dela corde commune.. 

U. Si deux circonferences sont tangentes , le point de 
eon tact est situe sur la ligne des centres ; car, s'il en etait 
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autrement, les circonferences auraient un second point 
commun, et par consequent se couperaient. 

Deux circonferences ne peuvent occuper Tune par tap* 
port a Tautre que cinq positions differentes : elles peuvent 
^tre exterieures ou interieures ; elles peuvent se toucher 
exterieurement ou interieurement , ou enfin se couper. 

PROPOSITION xn. 

THBOREBIE. 

Si deux circonferences sont 
extirieures J la distance des 
centres est plus ffrandeque la 
so nunc des rayons. 

Car on a CC = CA + CA' 
4- AA', d'oti CC> CA 4- CA'. 

PROPOSITION Xffl. 

TBEORXME. 

Si deux circonfirences sont mti- 
rieuresy la distance des centres est plus 
'a petite que la diffirence des rayons. 
Car on a (XT = CA. — CA' — A'A . 
d'oii CC < CA ~ CA'. 

PROPOSITION XIV; 

THEORiMB. 

Si deux circonfirences sont tan- 
gentes extirieurement, la distance 
des centres est igale a la somme 
des rayons. 

Car f le point de contact A etant 
sur la ligne des centres , on a evidemment CC = CA 
AC 
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PROPOSITION XV, 



THEOREMS. 




Si deux circonfirences se touchent 
intdrieurement , la distance des centres 
est igale a la diffirence des rayons. 

Car le point de contact A est sur la ligne 
des centres , et Ton a CC = CA. — "CA. 

PROPOSITION XVI. 

THEOREME. 



Si deux circonferences se coupent, la distance des 
centres sera en mime temps plus petite que la somme 
des rayons , et plus grande que lew diffirence. 

Gir, en joignant les centres a Tun 
des points d'intersection A, on for^ 
inera un'triangle dans lequel la ligne 
des centres CC, et les rayons CA, 
CA, seront les trois c6tes; or on a 
vu que dans un^ triangle un c6te quelconque est plus petit 
que la somme des deux autres , et plus grand que leur dif- 
ference. 

Les reciproques des cinq propositions precedentes ^ont 
vraies , et se demontrent toutes de la mdme maniere ; par 
exemple, si la distance des centres est plus. petite que 
la somme des rayons et plus grande que leur difference , 
les circonferences se coupent ; car, si elles etaient exte- 
rieures ou interieures , la distance des centres serait plus 
grande que la somme des i*ayons , ou plus petite que 
leur difference ; et si elles etaient tangentes , la distance des 
centres serait egale k la somme des rayons ou a leur diffe- 
rence. 





44 6EOHBTRIB. 

(PROPOSITION XVU. 

rHJ^ORiCME. 

Dans un mime cercle ou dans des cercles dgauXy les 
angles igaux ACB, DOE, dont le sommet est au centrcy 
interceptent sur la circonfdrence des arcs igaux ^ AB, DE. 

En efFet, tirons les cordes AB, 
DE; les triangles ACB, DOE 
sont egaux comme ayant un an- 
gle egal compris entre cdtes res- 
pectivement egaux ; les droites 
AB , DE sont done egales, et par suite les arcs sont egaux. 
Rcciproquement , si les arcs AB, DE sont egaux, les an- 
gles ACB, DOE, seront aussi egaux. 

Car les arcs AB, DE, etant egaux, les. cordes AB, DE, 
sont egales ; les deux triangles ACB, DOE, sont done egaux, 
comme ayant les trois c6tes ^gaux chacun a chacun, et par 
suite les angles ACB, DOE, sont egaux. 

PROPOSITION xvni. 

THEOR]^ME. 

Dans un meme cercle ou dans des cercles igaux , 
le rapport de deux angles au centre est le meme que 
celui des arcs interceptds entre leurs cotis. 

f> JL Soient ACB, DOE, deux 

^B angles au centre de circon* 
/ ferences egales. Je supposcr 
rai d'abord que les arcs AB 
et DE aient une commune mesure , et qu'elle soit contenue 
7 fois dans AB , et 4 fois dans DE ; le rapport de AB a DE 
sera | . 

Maintenant, si Ton joint les points de division des deux 
arcs aux centres des circonferences, on voit que Tangle ACB 
sera divise en 7 angles egaux entre eux comme compre- 
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nam entre leurs coles des arcs egaux, et que Tangle DOE 
contiendra 4 des memes angles. Le rapport des arcs AB et 
DE sera done aussi ^. 

Si les arcs AB et DE sont incom- 

mensurables, divisons Tare DE en 

trois parties egales, par exemple, et 

supposons que Tare AB contienne 

^ 4 dc c^s parties avec un reste KB 

plus petit que Tune d'elles ; le rapport de AB a DE est plus 

grand que j, et plus petit que |. 

Mais, si Ton joint les centres C, O, aux points de division 

des arcs, on voit que Tangle DOE est divise en trois parties 

egales, et que Tangle ACB contient 4 de ces parties, avec 

un reste KCB plus petit que Tune d'elles ; le rapport des 

angles ACB, DOE, est done aussi compris entre 7 et | ; done 

, ACB AB . J . . 

les rapports ^^ et =-=? sont compris tons deux entre j et |. 

Mais, en divisantTarc DE en 10, 100, 1000... parties, on 
prouverait semblablement que ces rapports sont compris 
entre deux nombres consecutifs de dixi^mes, de centi^- 

mes ; done ces rapports sont egaux, car on vient de 

prouver qu'ils sont compris entre des nombres dont la dif- 
ference pent devenir aussi petite qu'on voudra. 

Mesure des angles. 

Mesurer une grandeur, c*est trouver le rapport de cette 
grandeur a Tunitede m^me espece. La mesure d'un angle, 
en prenant pour unite Tangle droit, n'est done autre chose 
que le rapport de cet angle a un droit. 

Mais le theor^me precedent montre qu'au rapport de 
deux angles au centre , on pent substituer le rapport des 
arcs compris entre leurs cotes. Ainsi, au lieu de comparer 
directement un angle a Tangle droit , on pourra comparer 
Tare compris enti*e ses cotes au quart, de la circonference ; 
et e*est dans ce sens qu'on dit d'une maniere abregee 
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qu'un angle au centre a pour niesare Tare intercepte par 
ses c6tes. 

Pour facilitcr cette coraparaison , on di vise la circon Te- 
rence en 36o parties egales appdees degres, chaque degre, 
en 60 minutes^ chaque minute en 60 secondes^ etc. 

Si Tare intercepte par les c6t^s d*un angle au centre 
renferme ^4 degres^ la mesure de cet angle sera |^ ou -jj. 

Dans la pratique , on dit que Tangle au centre qui inter- 
cepte entre ses c6tes un arc de a4*9 est un angle de 24*; 
cela veut dire qu*il est egal a 24 fois Tangle au centre qui 
intercepterait un arc de i degre. 

Scolie. En repetant littcraleracnt la demonstration du 
theor^me precedent ^ on prouverait que deux secteurs pris 
dans des cercles egaux sont entre eux comnie les arcs com- 
pris entre leurs c6tes. 

PROPOSITION XIX. 

IHEOBiMB. 

U angle inscrU BAD a pour mesure la moitie de 
Varc BD compris entre ses colds. 

Supposons d'abord que le centre du 
cercle soit situe dans Tangle BAD, on me- 
nera le diam^tre AE et les rayons CB, CD. 
L*angle BCE, exterieur au triangle ABC, 
est egal a la somme des deux interieurs 
CAB, ABC * : mais, le triangle BAC eunt 
isocde. Tangle CAB == ABC; done Tangle 
BCE est double de BAC. L'angle BCE, corame angle au 
centre, a pour mesure Tare BE; done Tangle BAC aura pour 
mesure la moitie de BE. Par une raison semblable, Tangle 
CAD aura pour mesure la moitie de ED ; done BAC -f- CAD 
ou BAD aura pour mesure la moitie de BE -h ED ou la moi- 
tie de BD. 

Supposons, en second lieu, que le centre C soit situe 
hors de Tangle BAD : alors menant le diametre AE, Tangle 
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BAE aura pour mesure ta moiti^ de BE, 
Tangle DAE la moitie de DE; done leur dif- 
ference BAD aura pour mesure la moitie de 
BE moins la moitie de ED, ou la moitie de 
BD. 

Done tout angle inscrit a pour mesure la 
moitie de Tare compris entre ses c6te8. 

A^-^-'—^yj} Corollaire I. Tons les angles BAG, 

BDQ etc., inscritsdans le meme segment 
sont egaux , car ils ont pour mesure la 
moitie du meme arc BOG. 

II. Tout angle inscrit dans le demi- 
cercle est un angle droit ; car il a pour 

mesure la moitie de la demi-circonference, ou le quart de 
la circonference. 

m. Tout angle BAG, inscrit dans un segment plus grand 
que le demi-cercle, est un angle aigu; car il a pour mesure 
la moitie de TarcBOC, moindre qu'une demi-circonference. 
Et tout angle BOG, inscrit dans un segment plus petit que 
le demi-cercle, est un angle obtus; car il a pour mesure la 
moitie de Tare BAG plus grand qu^une demi-circonference. 

PROPOSITION XX. 




* » 



THEOREMX. 



V angle BAG, forme par une tangente et une corde , 

a pour mesure la moUie de I' arc AMDC compris entre 

ses c6tis. 

Au point de contact A menez le dia- 
metre AD : Tangle BAD est droit *, il a 
pour mesure la moitie de la demi-cir- 
conference AMD; Tangle DAG a pour 
mesure la moitie de DG ; done BAD -h 
DAG ou BAG a pour mesure la moitie de 

AMD, plus la moitie de DG^ ou la moitie de Tare entier 

AMDG. 
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On demontrerait de meme que Tangle CAE a pour me- 
sure la moitie de Tare AC compris entre ses c6t6s. . 

PROPOSITION XXI. 

THEORiMlS. 

V angle BAG , formi par les deux sicantes BE , FC , 
et dorU le sommet est dans Vintirieur de la circonfi- 
rence, a pour mesure la moitii de I' arc compris entre 
ses cotiSf plus la moitid de Varc compris entre les pro- 

longements des mimes cotis. 

En effet, Tangle BAG, exterieur au trian- 
gle AEG, est egal a la somme des angles 
AEG , ACE , qui ont respectivement pour 
mesure les arcs BG et FE. 

PROPOSITION xxn. 




THEOREMK. 



V angle BAG, formi par les deux sicantes AB, AG, 
et dont le sommet est hors de la circonfirence, a pour 
mesure la moitii de Varc concas^e BG , moins la moitie 
de rare com^exe DE. 

Gar Tangle A est egal a la difference 
des angles BDG, ABD , qui ont pour me- 
sure, le premier la moitie de BG, et le 
second la^ moitie de DE. 

La proposition est encore vraie , lors- 
que Tun des cdtes de Tangle ou bien les 
deux sont tangents a la circonference « et 
la demonstration est la meme. 

Corollaire. Le lieu geometrique du sommet d'un angle- 
constant dont les cdtes passent par les points fixes G et B^ 
est un arq de circonference. » 
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Soit CDB une premiere position de Tan- 
gle ; inenons one circonferenoe par lea troia 
points GDB. 11 resulte dea troia tUior^inea 
qui precedent qu*un angle dont lea c6te8 
passent par lea points C et B sera egal a 
CDB, lorsque son sonunet sera sita6 sur Tare CDB, et que 
cet angle sera different de CDB, lorsque son sommet ne sera 
paa situ^ sur Tare de cercle CDB. 

PROPOSITION xxni. 

THBOaiHIS. 

Dans tout quadrilatire inscrit ABCD^ les angles op^ 
posis sont suppUmentaires. 

En effet, les angles opposes ADC, ABC, 
ont ensemble pour mesure la moiti^ de la 
circonferenoe ABCD. — Reciproquement, 
si , dans un quadrilat^re , deux angles op- 
poses ADC, ABC, sont supplementaires, 
ce quadrilat^re est inscriptible. 
En effet, faisons passer une circonferenoe par les trois 
points A, D, C : Tangle ADC aura pour mesure la moiti6 de 
l*arc AMC; done Tangle ABC, qui estle supplement du pre- 
mier, a pour mesure la moiti^ de Tare restant ADC, c*est- 
a-dire qu*il est ^gal a chaoun des angles inscritsdans le seg- 
ment AMC; or ceci ne pent avoir lieu qu*autant que le 
point B est sur Tare AMC. 




PROBLiHES REUTirS AUX DEUX PRBHERS UVRES. 

Pour executor les constructions relatives aux probl^mea 
de la geometric elementaire , deux instruments sufBsent i 
I* la r^e pour tracer des lignes droites, et le compas k 
Taide duquel on trace des circonferences. 

Cependant on emploie encore quelquefois avec avantage 
Tequerrc et le rapporteur. 
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L*cquerre est une piece de bois qui a la 
forme d'un triangle rectangle ABC. 

Pour verifier si Tequerre est juste, c'est- 
d-dire si Tangle B est droit, on trace une 
droitc DE, contre laquelle on fait af- 
fleurcr uue bonne regie GH. On place 
un des cdtes AB de Tequerre contre 
la r^gle, et, avec un crayon, on trace 
E une droite suivant BC; alors on re- 
^ toume r^querre de maniere qu*ellc 
prenne la position A'BC, et Ton trace une droite suivant BC. 
Si Tequerre est juste, les droitesBC, BC, doiventcoincider, 
puisque la somme des angles ABC, ABC, doit ^tre egale a 
deux droits. 

Le rapporteur est un instrument 
en come, ou en cuivre, qui a la 
forme d*un demi^^ercle ; la demi- 
circonference est partagee en i8o 
degres , dans le sens AMB, et dans 
le sens BMA. 

Si le rayon du rapporteur surpasse 8 centimetres , ou 
pent facilement diviser la demi-circonferencct en demi-de- 
gres, le centre du rapporteur est marque par une petite 
echancrUre marquee au milieu du diam^tre. 




PROBLEME PREMIER. 



Dwiser la droite dotmee AB en deux parties igalcs. 

Des points A et B, comme centres, 
avec un rayon plus grand que la moitie 
de AB, decrivez deux arcs de cerde 
qui se coupent enD et en E, puis tirez 
la droite DE. 

Le point D etaut egalement distant 
des points A ct B, appartient a la per- 
pend iculaire elevee sur le milieu do 
AB, il en est de mdme du point E; done la droite D£ sera 
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perpendioulaire sur AB, et divisera cette droite en deux 
parties egales. 

PROBLiME II. 

Par un point A, donni sur la ligne BC, ile\^er une per- 
pendiciUaire a cette ligne. 

J.p Prenez les points B et C d egale distance 

de A ; ensuite des points B et C, comme cen- 
tres, et d*un rayon plus grand que BA, de- 
B A c crivez deux arcs qui se coupent en D; tirez 
AD qui sera la perpendiculaire demandee. 

Car le point D, etant egalement eloigne de B et de C, 
appartient a la perpendiculaire elev^e sur le milieu de BC ; 
done AD est cette perpendiculaire. 

s On pent encore risoudre le m^me 

probUme an moyen de Tequerre. 

On place Tequerre de mani^re que 
le sommet de Tangle droit soit en A, 
et que le c6te AD coincide avec la 

droite BC. La droite tracte suivant le 

c6te AE de Tequerre, est perpen- 
diculaire sur BC au point A. 

Au point de vue pratique, ce proced6 n^est pas suscep- 
tible d*une grande exactitude. 

PROBLBME III. 

1 

D'un point A , donni liars de la droite BD, tdmS" 
ser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A, comme centre, et d*un rayon 
Sttffisamment grand, d^crivez un arc qui 
coupe la ligne BD aux deux points B et D ; 
decrivez ensuite des points B et D, comme 
centres, avec un rayon plus grand que la 
moitie de BD, deux arcs de cercle, qui se coupent en E, et 
ttrem AE, qtii sera la perpendiculaire demands. 

Car les deux points A et E sont ohacun egalement dis-* 

4. 
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tantt des points B ct D ; done la Iignc AE c»t perpendicn- 

laire sur le milieu de BD. 

y ^' Pour effectuer la mteie cons- 

traction k Taide de requerrc , 
on place one r^le sur la droite 
BD ; on applique sur la r^gle un 
des c6t^s de Tangle droit dc 
r^uerre , et on la fait glisser 

le long de la r^gle, jusqu'& ce que le second cdt6 de Tangle 

droit passe par le point A ; la droitc FE tracAe suivant le 

second c6ii , sera perpendiculaire sur BD. 

PROBLiMB lY. 

j4u point A de la ligne AB, faire un angle igal a 

V angle donnd K. 

Du sommet R* comme 

centre, et d'un rayon k vo- 

lont^, decrivez Tare IL, 

T^ ~ B termine aux deux cAtiis de 

Tangle; du point A, comme centre, et d'un rayon AB egal 

k KI , d^crivex Tare indefini BO ; prenez ensuite un rayon 

egal k la corde li; du point B, comme centre, et de ce 

rayon, decrivez un arc qui coupe en D Tare indefini BO; 

tirez AD , et Tangle DAB sera ^gal k Tangle donne K. 

Car les deux arcs BD,LI, ont des rayons ^gaux etdes cor- 

* 4, ft. des ^gales ; done ils sent egaux* ; done Tangle BAD = IKL. 

On pent employer le rapporteur pour r^soudre ce pro- 

bleme. 

On place Tinstrument de roa- 

ni^re que son centre soit en K, 
et que le diam^tre coincide avec 
KI; et Ton examine a quelle di- 
vision du rapporteur correspond 
le c6te KL. Supposons que ce 

soit la 39*. 

Ensuite on place le rapporteur 
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dc mani^re que son diam^tre soit sar AB, et que le centre 
8oit en A; et Ton compte 3g divisions k partir du o. A 
Textremiti de la ig* division, on marque sur le papier un 
point M. Si Ton enl^ve le rapporteur, et qu^on joigne le 
point M au point A, Tangle MAB sera igal & Tangle IKL. 

problAmb v. 

Par un point donni A, mener une parallile a la 

ligne dannie BC. 

Du point A, comme centre, et, 

^ d'un rayon sufiisamment grand, d^ 

crivez Tare ind^fini EO; du point E, 

A o'J' comme centre , etdu m^me rayon, 

dicrivez Tare AF, prenex ED ss AF, et tirez AD, qui sera 

la parallile demandte. 

Car, en joignant AE, on voit que les angles alternes-in- 

ternes AEF, EAD, sont ^ux; done les lignes AD, BG, 

aont paranoics *• 

Pour risoudre ce problime , on emploie plus ordinaire*- 

ment T^uerre. 

On applique Thypotenuse sur la ligne 

CD, k laquelle il faut mener une parallile 

j^ par le point A, et le c6Vk CE contre une 

rigle fixe CM, puis on fait glisser Ti- 

querre le long de la rigle jusqu*& ce que 

Thypotinuse passe par le point A; la 

droite AD sera parallele k CD , car les angles correspon- 

danu DCM,D'cif , sont egaux. 

FROBUME VI. 

D wiser un angle ou un arc donni 
en deux parties igates. 

1* S*il faut diviser Tare AB en deux, 
parties igales, on remarquera que la 
perpendiculaire ilevie sur le milieu 
de la corde AB divisera Tare en deux 
parties igales; on est done rameni 
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k la construction donnee dans le premier probl^me. 

a* S*il faut diviser en deux parties 6galcs 
Tangle ACB, on commencera par decrire du 
sommet C, comme centre, Tare AB, et si Ton 
abaisse une perpendiculaire du point C snr 
la corde AB, cette droite divisera en deux par- 
ties ^gales Tare AB, et par suite Tangle ACB. 
La construction est ainsi ramen^ k ceDe du probl^me III. 
Remarque 1. On pent, par la meme construction, diviser 
chacune des moities AE, EB, en deux parties £gales ; ainsi, 
par des subdivisions successives , on divisera un angle ou 
un arcdonn6 en quatre parties egales, en huit, en seize, etc. 

RemarqueH. Si les droites AB, 
G), dont on vent diviser Tangle 
en deux parties egales, se rencon* 
traient en dehors des limites du 
papier, on meneralt en un point 
£ de AB, une perpendiculaire sur 
cette droite, sur laquelle on pren- 
drait une. longueur quelconque 
EF, et par le point F , on m^nerait 
FG parallele k AB ; puis par un 
point H de Q), on el^verait une 
perpendiculaire HL ^le a EF, et Ton tirerait LM parallele 
k CD ; le point de concours O.des deux parall^les, etant ^ga- 
lement distant de AB et de Q) appartient k la bissectrice 
de Tangle de ces droites. 

En elevant sur AB et sur CD deux autres perpendicu- 
laires egales, et faisant la m^me construction, on trouverait 
unsecond point de la bissectrice ; elleserait done diterminee. 

• Remarque III. Le rap- 
porteur pent servir pour 
diviser un angle en deux 
parties egales, et ni6nie 
en un noinbre quelconque 
de parties Egales. 
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Soit CAB UQ angle a partager en 5 parties egales ; on 
placera le diam^re du rapporteur sur AB, et sou centre en A ; 
et on examinera a quelle division correspond le second 
c6te de Tangle AC. Supposons que ce soit la 5o* ; on divi- 
sera So par 5, ce qui donne lo degr^s; et on marquera 
des points sur le papier, k partir du zero du rapporteur de i o 
en lo degres; en enlevant le rapporteur et joignant tons 
ces points au point A, on aura divise Tangle CAB en cinq 
parties Egales. 

Ce proc^de n'est pas purement g^ometrique, puisqu'il 
suppose un calcul ; il presente d*ailleurs quelques difficultes 
d'execution, lorsque le nombre de degres qui correspond a 
Tangle CAB, n'est pas divisible par 5. 

A 

PROBLiAlE VII. 

Deux angles A e^ B (Tun triangle (tant donniSy 
iroui^er le troisiime, 

Tirez la ligne indefinie OEF ; faites 
au point E Tangle DEC = A, et Tan- 
gle CEH = B : Tangle restant HEF 
sera le troisi^me angle requis; car 
ces trois angles pris ensemble valent 
deux angles droits. • 

PROBLEMS VIII. 

£tant donnis deux cdtis B e^ G dun triangle et 
I* angle A quils comprennent y dicrire le triangle. 

Ayant tire la ligne indefinie DE, 
faites au point D Tangle EDF egal a 
Tangle donne A; prenez ensuite DG 
= B, DH = C, et tirez GH; DGH 
sera le triangle demande. 

PROBLiMB IX. 

EtanJt donnis un cdti et deux angles dun triangle , 
dicrire le triangle. 
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Les deux angles donnte seront on 
tou8 deux adjacents au c6xi donni t on 
Tun adjacent , Tautre oppos^ : dans oe 
dernier cas , cherchez le troisitaie *, 
^ Yous aurez ainsi les deux angles adja- 
cents. Cela posi, tirez la droite DE ^gale au c6t6 donn^, 
faites au point D Tangle EDF egal k Tun des angles adjacents, 
et au point E Tangle DEG egal k Tautre ; les deux lignes 
DF, EG, se couperont en H, et DEH sera le triangle requis. 

problAmb X. 

Les trois cdtis A, B, C^ cTun triangle itaM donniSf 
dicrire le triangle. 

I F/ Tirez DE ^gal au c6te A ; du point E, 

comme centre, et d*un rayon ^gal au 
second c6t6 B, decrivez un arc; du 
point D, comme centre, et d^un rayon 
^gal au troisiime c6t6 G , decrivez un 
autre arc qui coupera le premier en F; 
tirez DF, EF, et DEF sera le triangle requis. 

Pour que le probl^me soit possible , il faut que les cir- 

couferences decrites des points D et F conmie centres se 

* 16, ». coupent; ce qui exige * que le c6t6 DE soit plus petit que 

la somme des deux autres c6tes, et plus grand que leur 

di (Florence. 

PROBLAmB XI. 

£tant donnds deux cdtis k et h (Tun triangle, a\fec 
tangle C opposi au cdti B, dicrire le triangle. 

n y a deux cas : i* si Tangle G est 
droit on obtus, fiiites Tangle EDF 6gal k 
Tangle G ; prenez DE = A ; du point E, 
comme centre, et d*un rayon egal au 
c6te donn6 B, decrivez un arc qui coupe 
en F la ligne DF : tirez EF , et DEF sera 
le triangle demands. 
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U fautf dans ce premier cas, que le c6te B soil plus grand 
que A, car Tangle C, ctant droit ou obtus, est le plus grand 
dc8 angles du triangle ; done le c6te oppose doit ^tre anssi 

le plus grand. 

SI* Si Tangle G est aigu , et que B soit 
plus grand que A , la inline construc- 
tion a toujours lieu, et DEF est le trian- 
gle requis. 

Mais si, Tangle C etant aigu, le c6te B 
est moindre que A, alors Tare decrit du 
centre E avec le rayon EF =: B coupera 
le c6te DF en deux points F et6, situ^ 
du m^me c6t^ de D ; done il y aura deux 
triangles DEF, DE6, qui satisferont ega- 

!> i*'"*^ ^G lenient au probl^me. * 

ScoUe. Le probl^me serait impossible dans tons les cas , 
si le c6te B etait plus petit que la perpendiculaire abaiss^e 
de £ sur la ligne DF. 

PROBLiME XII. 

Trouver le centre d^un cercle ou dun arc domU. 

Preuez k yolonte dans la circonfe- 

rence ou dans Tare trois points A, B, C ; 

joignez ou imaginez qu*on joigne AB et 

BC, divisezces deuxlignes en deux par^ 

ties egales par les perpendiculaires DE, 

F6; le point O, oil ces perpendiculaires 

se rencontrent , sera le centre chercb^. 

Scotie. La m£me construction sert k faire passer une cir- 

conference par les trois points donnes A, B, C, et aussi a 

decrire fine circonference dans laquelle le triangle donne 

ABC soit inscrit. 

PROBLiHB XIII. 

Par un point donni mener une tangente a un cercle 
domni* 




•9. »• 
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Si le poiDt donne A est sur la cIrconf(^- 
rence, tirez le rayon CA, et meuez AD per- 
pendiculaire a CA; AD sera la tangente de- 
mand^e *. 

Si le point A est hors du cercle , joignez 
le point A et le centre par la ligne droite CA ; 
divisez CA en deux ^galement au point O; 
da point O, comme centre, et du rayon OQ 
decrivez une circonference qui coupera la 
circonference donn^e au point B; tirez AB, 
et AB sera la tangente demandee. 

Car, en menant CB, Tangle CBA, inscrit 
dans le demi-cercle « est un angle droit *; 
done AB est perpendiculaire a Textremite du rayon CB, done 
elle est tangente. 

Scolie. Le point A etant hors du cercle , on voit qu*il 
y a toujours deux tangentes ^pdes AB, AD, qui passent par 
le point A : elles sont ^gales , car les triangles rectangles 
CBA, CDA ont Thypotenuse CA commune, et le c6te 
* ««. !• CB = CD; done ils sont 6gaux*; done AD = AB, et en 
m^me temps Tangle CAD = CAB. 

PROBL&MB xiv. 

Inscrire un cercle dans un triangle dorvni ABC. 

Menez les bissectrices AO, BO des 

angles A et B; ces droites se cou- 

peront en un point O, qui sera egale- 

ment distant des trois c6tes AB, AC, 

BC. 

Si done de ce point on abaisse les perpen'diculaires OD , 

OF, OE sur les c6tes du triangle , ces perpendiculaires se- 

ront egales, et la circonference decrite du point O comme 

centre avec OD comme rayon sera tangente aux trois 

c6tes. 

Remarque I. Le point O, £tant ^galement distant des c6- 
tes BC, AQ appartient a la bissectrice de Tangle C; done les 
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trois bissect rices des angles d'un triangle concoureni en un 
mime point. 

II. Si on m^ne les bissectrices des deax 
angles exterieurs MBC, BCN , lenr point de 
concours O sera le centre d*un cerde tan- 
gent an c6te BC et aux prolongements des 
deax antres. 

On tronvera dela m^me mani^re Ics cen- 
tres OTy or des deux autres circonferences tangentes k nn 
des c6tes du triangle et aux prolongements des deux autres. 
n y a done en general quatre circonferences tangentes 
a trois droites donnees. 

PROBLiMB XV. 

Sur une droite donnde AB, dicrire un segment 
capable de V angle donni C, cest^a-dire un segment 
tel que tous les angles quijr sont inscrits soient igaux 
a tangle donni C. 

Prolongez AB vers D, faites an point B 
Tangle DBEs C, tirez BO perpendiculaire' 
k BEy et GO perpendiculaire sur le milieu 
;^i> de AB; du point de rencontre O, comme 
centre, et du rayon OB, dtoivez un cer- 
^^ cle : le segment demands sera AMB. 
Car, puisque BF est perpendiculaire k Fextremite du rayon- 
OB, BF est une tangente, et Tangle ABF a pour mesure la 
moiti^ de Tare AKB *; d*ailleurs Tangle AMB, comme an- * %o, 9. 
gleinscrit, a aussi pour mesure la moitie de Tare AKB; 
done Tangle AMB = ABF = EBD = C; done tous les an- 
gles inscrits dans le segment AMB sont ^gaux k Tangle 
donne C. 

Scolie, Si Tangle donn^ etait droit, le segment cherche 
serait le demi-cerde decrit sur le diametre AB. 
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PROBLiMB XYI. 

Construire une tangerUe commune a deux circonfS- 
fences. 

I* Supposons le probieme 
resolu, et soil AA' une tan- 
gente commune exterieure aux 
deux circonfi^rences. Menons 
les rayons CA, Chi aux points 
de contact, et la droite CB pa- 
raMe k AA'. Les rayons CA, CA', ^tant perpendiculaires sur 
AA\ seront aussi perpendiculaires sur la droite CB ; cette 
demidre ligne sera done tangente k une circonference dtorite 
du point C comme centre, avec un rayon CB egal k CA — CA'. 
On diduit de \k la construction suivante : d^crivez 
une circonf&rence du point C comme centre, avec un 
rayon £gal k CA — CA', et menez par le point C une 
tangente k cette circonference. Connaissant le point B, 
on tirera la ligne CBA, on m^nera CA' parall^le a CA, et 
on joindra AA'. 

La construction fait voir qu^il y a deux solutions du pro- 
bieme , puisque par le point C on pent mener deux tangcn- 
tes k la circonference CB, et que le probieme n*est possible 
qu*autant que Ton a CC> CA — CA'; ou , en d*autres ter- 

mes, qu^autant que les circonf&rences ne sont pas interieures 
Tune a Tautre. 

a* Proposons-nous de mener 

une tangente conunune inte- 

rieure aux deux circonferences 

dont les rayons sont CA et CM, 

et soit AM' la ligne cherchee; 

menons les rayons CA, CM' aux 

points de contact, et la droite CB 

paralleie k AM. La droite AM*, *tant perpendiculaire sur 

les rayons CA, CM, CB, seraperpendiculaire sur les m^mes 

droites; elle sera done tangente k une circonference decrite 
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du point C comme centre avec un rayon CD igal k CA -f- 

AB, on CA + CM*. 

Pour resoudre le probl^me, on decrira done nne eir* 
conference ayant son centre en C, et dont le rayon soit la 
somme des rayons des deux circonfcrences donnees ; on 
mSnera par le point C une tangcnte CB a cette circonfe- 
rence, etle reste de la construction s'ach^vera comme dans 
le cas precedent. 

Ce probUme a aussi deux solutions; et il n*est possible 
qu*aatant qu^on a CC >> CA + CM, c*est-&-dire que les cir- 

oonfirences sont ext^rieures, ou tangentes ext^rieurement. 

PROBLiMB XYII. 

Trawler la plus grande commune mesure de deux 
lignes droUes khet CD^ et leur rapport numirique. 

A I B La plus grande commune 

mesure des deux lignes ne sau- 
G K I) rait surpasser la plus petite CD; 

mais elle serait egale & Q), si cette ligne ^tait contenue 
exactement dans la plus grande AB. 

Portons done Q> sur AB, et supposons qu^on ait AB = 
aCD + IB; je disque la plus grande commune mesure 
entre AB et Q)est la m^me que celle des deux lignes CD et IB • 

Eji effet, toute commune mesure de AB et de CD, divi- 
sant CD , divisera aussi AI ; et divisant AB, elle sera con- 
tenue exactement dans le reste IB ; ce sera done une com- 
mune mesure de CD et IB. 

Rteiproquement, toute commune mesure de CD et de IB 
sera contenue exactement dans AI et dans IB , et par suite 
dans AB ; ce sera done une commune mesure de AB et de CD. 

Ainsi I toutes les communes mesures de AB et de CD 
sont les m^mes que celles de CD et de IB ; la plus grande 
commune mesure est done la m^me. 

Portons IB sur CD, et supposons qu^on ait CD = IB-f-KD : 
on prouvera, comme prec^demment, que la plus grande com- 
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mune mesure entre CD et IB est la m^me qu'entre IB et KD. 

Portons encore RD sur IB, et supposons qu*on ait 
IB =s aKD; KD sera la plus grande commune mesure Jes 
deuxlignes AB et CD. 

On d6duit d'ailleurs des egalites ci-dessus : 

CD = 3.KD 

et AB = 8. KD; 

8 
done le rapport des deux lignes AB et CD est ^. 

Remarque. Nous avons suppose ci-dessus qu^on arrivait 
dans cette serie d*op^rations a un reste 6gal a zero. Nous 
allons prouver qu*il en est toujours ainsi, quand les deux 
lignes ont une conmiune mesure; et que, dans le cas ou 
elles sont inconmnensurables , on arrive k des restes plus 
petlts que toute grandeur assignable. 

En effet, soient A, B« les deux lignes sur lesquelles on 
op^re ; r, r, r, r^ r^. . . les restes successifs ; y, y, y, ^i* • • • 
les quotients , on aura les egalites 

A = By.H.r. 



A 

Or r^ est plus petit que — ; car, si B est plus petit 

A , . A . 

que — , k plus forte raison r, est-il mpindre que — ; et si 

A A 

B est plus grand que — , alors r, = A — B, done r^ < — • 

On aurait de meme : ^ r, ,, , ^ A 

r <^ — ^. d ou r -^ — 



^,d'i(ir.<| 



ei ainsi de Btiite. 
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On voit done que si Toperation se prolongeait indefini- 
mcnty on arriverait a des restes aussi petite qu^on youdrait, 
at par consequent, s'il y a une commune mesure , on ar* 
rivera a un reste tml; autrement on tomberait sur des 
restes plus petits que la commune mesure , ce qui est evi- 
demment absurde d'apr^s la th^orie precedente. 

Dans le cas oil les lignes sont incommensurables, on 
pourra , apres un certain nombre d*operations , negliger le 
dernier reste ; le reste precedent servira alors de commune 
mesure, etconduiraa une valeur approchee du rapport. 

PROBL&ME XYIII. 

JDeux angles k etB itarU domUSy trower leur com- 
mune mesure^ sUls en ont une, et de la leur rapport 
en nombres. 

Decrivez avec des rayons egaux 
les arcs CD , EF , qui servent de 
mesure a ces angles; procedez 
ensuite pour la comparaison des 
^ arcs CD, EF, conune dans le pro- 
bleme precedent ; car un arc pent etre porte sur un arc de 
meme rayon, comme une ligne droite sur une ligne droite. 
Yous p'arviendrez ainsi a la commune mesure des arcs CD, 
EF, sHls en ont une , et a leur rapport en nombres. Ce rap- 
port sera le m^me que celui des angles donnes * ; et si DO * i8, a. 
est la commune mesure des arcs, DAO sera celle des angles. 
Si les deux arcs ^taient incommensurables , les angles le 
seraient egalement , et on n'obtiendrait qu'une valeur ap« 
prochee de leur rapport. 
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MESURE DBS POLYGONES. — SIIOUTUDE. 



DKnRITIOHS. 



I. Voire d*une figure est le rapport de son 6tendue a 
celle de Tunit^ de surface (*]• 

II. Deux figures 6quivalentes sont celles qui out la 
m^me aire. 

Deux figures peuvent 6tre dquivalentes , quoique tr^s- 
dissemblables : par exemple, un cercle pent ^tre equiva- 
lent a un carr6, un triangle a un rectangle, etc. 

La denomination de figures egales sera conservee a 
celles qui, ^tant appliquees Tune sur Tautre, cotncidcnt 
dans tons leurs points : tels sont deux cerdes dont les 
rayons sont ^gaux, deux triangles dont les trois c6tes sout 
egaux obacun & chacun , etc. 

D £ c III. La hauteur d*un parallelogramme est 
la perpendiculaire EF qui mesure la distance 
des deux c6t6s opposes AB, CD, pris pour 
bases. 

lY. La hauteur d*un triangle est la 
perpendiculaire AD abaiss^e du sommet 
d'un angle A sur le cdt^ oppose BC pris 
pour base. 

V. La hauteur du trapeze est la perpen- 
diculaire EF menee entre ses deux ctxis 
paralleles AB, CD.^ 



F B 




E 



\ 



(*) On oonfond souTent, dans le discoiirt, I'aire ct la surface d*iine figure. 
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PROPOSITION PREMIERE. 



THEOR&ME. 



1 




Les parallelogrammes qui ont des bases igales et 
des hauteurs igales , sont iquwalents. 

Soit AB la base commune des deux paralle- 
logrammes ABCD, ABEF; puisqu^ils sont sup- 
poses avoir la m^me hauteur, les bases supe- 
A B rieures DC, FE, seront situees sur une m^me 
ligne parallele a AB. Or on a , par la nature des parallelo- 
grammes, AD = BC, et AF = BE; par la meme raison, on 
a DC = AB, et FE = AB; done DC = FE; done, relran- 
chant DC et FE de la meme ligne DE, les restes CE et DF 
seront egaux. 

U suit de 14 que les triangles DAF, CBE, sont equilate- 
raux entre eux, etpar consequent egaux. 

Mais, si du quadrilatere ABED on retranche le triangle 
ADF , il reste le parallelogramme ABEF ; et si du meme 
quadrilatere ABED on retranche le triangle CBE , il reste 
le parallelogramme ABCD; done les deux parallelogrammes 
ABCD, ABEF, qui ont m^me base et meme hauteur, sont 
equivalents. 

F D £ -G Corollaire, Tout parallelogramme ABCD 

<est equivalent au rectangle ABEF de meme 
base et de m^me hauteur. 

PROPOSITION II. 

THEOR]&ME. 

Tout triangle ABC est la moitii du parcUlelch 
gramme ABCD quia meme base et meme hauteur. 
*• A ED Car les triangles ABC, ACD, sont 

egaux *. 

Corollaire I. Done un triangle ABC est 
la nioitie du rectangle BCEF qui a meme 

5 
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base BC et m^me hauteur AO; car le rectangle BCEF est 
equivalent au parallelogramme ABCD. 

n. Tous les triangles qui ont des bases egales et des hau- 
teurs egales, sont equivalents. 

PROPOSITION m. 

THl£0RiMB. 

Deux rectangles de mime hauteur sont entre eux 
comme leurs bases, 

Q Solent ABCD, AEFD, deux rectan- 
gles qui ont pour hauteur commune 
AD ; je dis qu'ils sont entre eux comjne 
leurs bases AB , AE. 

Supposons (Tabord que les bases AB, 
AE, soient coramensurables entre el les, et qu'elles soient, 
par exemple, comme les nombres 7 et 4 • si on divise AB en 
7 parties egales , AE contiendra 4 de ces parties ; elevez a 
chaque point de division une perpendiculaire a la base, vous 
formerez ainsi sept rectangles partiels qui seront egaux entre 
eux, puisqu'ils auront meme base et meme hauteur. Lc 
rectangle ABCD contiendra sept rectangles partiels , tandis 
que AEFD en contiendra quatre ; done le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est a 4» ^^ comme AB 
est a AE. 

Si les bases AB, AE, etaient incommensurables , on 
prouverait par le raisonnement deja employe (liv. 2, j)rop. 
18), que la proposition a encore lieu. 

PROPOSITION IV. 




< 



THEOREME. 



Deux rectangles sont entre eux comme les produits 
des bases par les hauteurs. 

Soient R, r, les surfaces des deux rectangles : B, H, les 
deux dimensions du premier; b^ k, les deux dimensions du 
second. 
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Imaginons im troisi^me rectangle R' qui ait meme base 
B que le premier, et m^me hauteur h que le second. 
On aura, en vertu du theoreme precedent. 

R H 

R' B 

Multipliant ces egalites membre a membre , et divisant 
les deux termes du premier rapport par R'„ on a : 

M R_ B><H 
^'^ r~ftxX' 

Mesure du rectangle. Mesurer un rectangle R, c'est 
trouver son rapport a un certain rectangle r qui serait 
pris pour unite. 

On voit par le theoreme precedent qu'on obtiendrait ce 
rapport en cherchant combien de fois les lignes B, H, i, A, 
contiennent une m^me unite , et en divisant le produit des 
deux premiers nombres par le produit des deux derniers. 

Soient B = 6°»**-, H= 4"*S b = S"**-, k = a"**-. 

On aura — =^ =4- Ainsi le rectangle R contient 

4 fois le rectangle pris pour unite. 

On prend ordinairement pour unite de surface le carre 

qui a pour c6te Tunite de longueur ; alors les nombres qui 

representent b et A se reduisant a Funite, la proportion ( 1 ) 

devient : 

R BxH 

r I 

On voit done que le rapport d'un rectangle au carre 
construit sur Tunite de longueur, est egal au produit des 
nombres qui expriment combien de fois la base et la hau- 
teur contiennent cette unite lineaire; et c'est ce qu'on 
exprime d'une maniere abregee, en disant qu'un rec- 
tangle a pour mesure le produit de sa base par sa hau- 
teur. 

Soient B = 3'",53, H = 2k",25. 
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La surface du rectangle sera p^"**'" «*^«^ 94*^51 ou 7"* •• 

PROPOSITION V. 

THiftORiME. 

Vaire (Tun parallilogramme quelconque est igale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

p D ' jg' Q Car le parallelogramme ABCD est equi- 
valent au rectangle ABEF, qui a m^me 
base AB et meme hauteur BE ; or celui-ci 
a pour mesure AB X BE, done AB X BE 

est egal i Taire du parallelogramme ABQ). 

Corollaire, Les parallelogrammes de meroe base sont 
entre eux comme leurs hauteurs, et les parallelogrammes 
de meme hauteur sont entre eux comme leurs bases ; car 
A, B, C, etant trois grandeurs quelconques, on a gene- 
AxC A' 




ralement 



BxC~B 



PROPOSITION VI. 



5. 



THEOR^ME. 

Vaire dun triangle est igale au produit de sa base 
par la moiti6 de sa hauteur. 

A "S Car le triangle ABC est la moitie du pa- 
rallelogramme ABCE, qui a meme base BC 
et m^me hauteur AD : or la surface du pa- 
B B G rallelogramme = BC X AD*; done celle du 
triangle = ^ BC X AD, ou BC X ^ AD. 

Corollaire, Deux triangles de meme hauteur sont entre 
eux comme leurs bases, et deux triangles de m^me base 
sont entre eux comme leurs hauteurs. 
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PROPOSITION VU. 

THEORJBMB. 

Vaire du trapeze A BCD est igale a sa hauteur EF, 
multiplide par la derni-somme des bases parallkleSy 
AB, CD. 

Par le point I, milieu du cdte CB, 
menez KL parallele au c6te oppose AD, 
et prolongez DC jusqu'a la rencontre de 

KL. 

A P L "B Dans les triangles IBL , ICK , on a le 

c6te IB = IC par construction , Tangle LIB = CIK , et 
Tangle IBL = ICK, puisque CK et BL sont paralleles * : * aS, i. 
done ces triangles sont egaux * ; done le trapeze ABCD est * 9, i. 
equivalent au parallelogramme ADKL, et il a pour mesure 
EFx AL. 

Mais on a AL = DK, et, puisque le triangle IBL est 
egal au triangle KCI , le c6te BL = CK : done AB -h CD 
= AL -f- DK = 2 AL, et ainsi AL est la demi -somme des 
bases AB, CD; done enfin Taire du trapeze ABCD est egale 
a la hauteur EFmultipliee par la demi-somme des bases AB, 

CD, ce qui s'exprime ainsi : ABCD=EFx ( )• * 

Scolie, Si par le point I , milieu de BC, on m^ne IH, pa- 
rallele a la base AB, le point H sera aussi le milieu de 
AD, car la figure AHIL est un parallelogramme , ainsi que 
DHIK, puisque les cdtes opposes sont paralleles : on a done 
AH = IL et DH = IK. Or IL = IK, puisque les triangles 
BIL, CIK, sont egaux; done AH = DH. 

-, 1 ,• TTT AT AB-+-CD 
Un pent remarquer que la ligne HI=AL= , 

done Taire du trapeze pent s'exprimer aussi par EF X HI ; 
elle est done egale a la hauteur du trapeze multipliee par 
la ligne qui joint les milieux des c6tes non paralleles. 
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PROPOSITION vm. 



THEOREMB. 



X 



B 



Si une ligne kC est dwisie en deux parties AB^ BC, 
le carri fait sur la ligne entiire AC contiendra le 
carrd fait sur une partie AB , plus le carri fait sur 
I' autre partie BC , plus deux fois le rectangle compris 
sous^ les deux parties AB, BC, ce quon exprime ainsi : 

ACou(AB-i-BC) = AbVbcV 2 ABX BC. 
"E H i> Construisez le carre ACDE, prenez AF = 

Q AB, menez FG parallele a AC, et BH parallele 
dAE. 

Le carre ACDE est divise en quatre par- 
ties : la premiere ABIF est le carre fait sur 
AB , puisqu^on a pris AF = AB : la seconde I6DH est le 
carre fait sur BC; car puisqu'on a AC = AE et AB = AF, 
la difference AC — AB est egale a la difference AE — AF, ce 
qui donne BC = £F. Mais, a cause des paralleles, IG = BC, 
et DG = EF; done HIGD est egal au carre fait sur BC. Ces 
deux parties etant retranchees du carre total, il reste les 
deux rectangles BCGI, EFIH, qui ont chacun pour mesure 
AB X BC ; done le carre fait sur AC, eto. 

Scolie. Soient a el b les nombres qui representent les 
deux parties do la ligne AC; la multiplication algebrique 
donne Tegalite : 

et en supposant connue la mesure du rectangle, cctte 
egalite donne une seconde demonstration du theoreme ci- 
dessus. 



UVRB III. 



7» 



PROPOSITION IX. 



THEOREME. 



Si la ligne AC est la difference des deux lignes 
kh, fee, le carri fait sur AC contiendra le carri 
rfe AB, flus le carri de BC, inoins deux fois le rec- 
tangle fait sur AB et BC; cest-a-dire quon aura 

AC'oa(AB— BC)*=AbVbC— iiABXBC. 
LP » 1 Coiistruisez le carre ABIF , prenez 

AE = AC, menez CG paraUele a BI, 
HK parallele a AD, et achevez le carre 

EFKL. 

Les deux rectangles CBIG, GLKD, 

ont chacun pour mesure AB X BC : 

si on les retranchc de la figure entiere ABILKEA, qui a 

pour valeur AbV BC*» il est clair qu'il restera le carre 

ACDE; done, etc. 

Scolie. Cette proposition se deduit encore de la formule 




algebrique. 



PROPOSITION X. 



THEOREME. 



Le rectangle fait sur la somme et la difference de 
deux lignes AB, BC, est 6gal a la diffirence des carris de 
ces lignes ; ainsi on a {kB -h BC' ) X (AB — BC) = 



AB 
r 



hC. 



G 



1 

H 



B X 



Conslruisez sur AB et AC les carres 
ABIF, ACDE; prolongez AB d'une 
quantite BK = BC, et achevez le rec- 
tangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la 
spmme des deux lignes AB , BC ; sa 
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hauteur AE est la difTereDce de ces mcmes lignes : done 
le rectangle AKLE = (AD -h BC) X ( AB — BC). Mais ce 
ineme rectangle est compose des denx parties ABHE + 
BHLK; et la partic BHLK est egale an rectangle EDGE, 
car BH = DE et BK = EF ; done AKLE = ABHE -+- EDGE. 
Or ces deux parties forment le can*e ABIF moins le carre 
DHIG, qui est le carre fait sur BC; done enfin (AB -h BC) 

X (AB — BC) = AB — BC? 

Scolie, Cetle proposition se dcduit encore de la formule 
algebrique. 

(a—b)[a-i-b) = a'—b\ 



PROPOSITION XL 



THEOREME. 



Le carrifait sur Vhypotinuse dun triangle rectangle 
est igal a la somme des carris faits sur les deux 
autres cotis. 

Soit ABC un triangle rectangle en 
A : ajant forme des carres sur les 
trois c6te8, abaissez de Tangle droit 
sur Thypotenuse laperpendiculaire 
AD que vous prolongerez jusqu'en 
E ; tirez ensuite les diagonal es AF, 
QL 

L'angle ABF est compose de Tan- 
gle ABC, plus Tangle droit CBF; 
Tangle CBH est compose du m6me angle ABC , plus Tangle 
droit ABH ; done Tangle ABF = HBC. Mais AB = BH 
comme c6tes d'un meme carre , et BF = BC par la meme 
raison : done les triangles ABF, HBC, ont un angle egal com- 
pris entre c6tes egaux; done ils sont egaux. 

Le triangle ABF est la moitie du rectangle BDEF (ou 

pour abreger BE) qui a meme base BF et meme hauteur 

9. BD^. Le triangle HBC est pareillement la moitie du carre 




P E 
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AH; car, Tangle BAG etant droit ainsi que BAL, AC et AL 
ne fout qu'une meme ligne droite parallele a HB ; done le 
triangle HBC et le carre AH, qui ont la base commune 
BH, ont aussi la hauteur commune AB ; done le triangle 
est la moitie du carre. 

Oa a deja prouve que le triangle ABF est egal au trian- 
gle HBC; done le rectangle BDEF, double du triangle 
ABF, est equivalent au carre AH, double du triangle 
HBC. On deniontrera de meme que le rectangle CDEG est 
equivalent au carre AI ; mais les deux rectangles BDEF , 
CDEG, pris ensemble, font le carre BCGF;doncle carre 
BCGF, fait sur Tbypotenuse, est egal a la somme des carres 
ABHL, AQK, faits sur les deux autres c6tes. 

Comme un carre a pour mesure le carre du nombre qui 

— 2 — a — a 
represente son c6te, on a Tegalite BC= AB -h AC, qui ex- 
prime quele carre du nombre qui represente T hypotenuse 
est egal a la somme des carres des nombres qui represeutent 
les deux cotes de Tangle droit. 

Corollaire I. Le carre d'un des cotes de Tangle droit 

est egal au carre de Thypotenuse, moius le carre de Tau- 

— 2 — a — a 
tre c6te, ce qu'on exprime ainsi : AB = BC — AC. 

-jB II. Soit ABCD un carre, AC sa diago- 

nale; le triangle ABC etant rectangle et 

2 a ——a - — a 

isocele, on aura AC = AB -f- BC = a AB ; 

done le carre fait sur la diagonale AC est 
double du carre fait sur le cote AB. 

^ . AC 2 

ruisque r=:j = - , 

AB ' 

on a, en extrayant la racine carree, 

AC l^ 
AB T" 

donc la diagonale d'un carri est incommensurable avec son 
cote, .V 
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in. On a demontre que le carrc 
AH est equivalent au rectangle 
BDEF; or, a cause de la hauteur 
commune BF, le carre BCGF est au 
rectangle BDEF comme la base BC 
est a la base BD; done, 

BC''_BC 

Done le carre de I* hypotenuse est au carre (Tun des cotes de 
Vangle droit comme Vhypotenase est au segment adjacent 
a ce cote. On appelle ici segment la partie de Phjrpotenuse 
determin^e par la perpendiculaire abaissee de Tangle droit; 
ainsi BD est le segment adjacent au cdte AB, et DC estle 
segment adjacent au cote AC. On aurait semblablement : 




BC 

— u 

AC 



BC 
CD 



IV. Les rectangles BDEF, DCGE, ayant aussi la m^me 
hauteur, sont entre eux comme leurs bases BD, CD. 

Or ces rectangles sont equivalents aux carres AB, AC; 
done, 

AB* BD 



-2 



AC 



DC 



Done les carres des deux cotds de P angle droit sont entre 
eux comme les segments de Vhypotinuse adjacents a ces 
cotes, 

DEFINITION. 




G a^' 



On appelle projection d'une droite AB 
! 6ur une autre CD, la portion ah com- 
i prise entre les pieds des perpendicu- 
] laires abaissees des points A et B sur la 



^^ droite CD. 
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PROPOSITION xn. 

THEOai^MB. 



Dans tout triangle , le carri (Tun c6li oppose a im 
angle aigu est igal a la somme des carris des deux 
aulreSy mains deux fois le rectangle de Van de ces 
cotis par la projection du second sur le premier. 

Soil C un angle aigu dans le triangle 
ABC ; abaissons AD perpendiculaire sur BC; 
je dis qu'on aura : 



A 




Ab'*= AC V BC — 2 BC X CD. 

II y a deux cas : i* Si la perpendiculaire 
tombe au dedans du triangle ABC, on auia BD = BC — CD, 

etpar consequent * ^*=^'*-H CD^— 2 BC, CD. Ajou- * y. 

tant de part et d^autre AD , et observant que les triangles 

rectangles ADB, ADC, donnent AD -h BD = AB^t AdV 

DC = AC^ on aura AB = BcV AC — 2 BC X CD. 

2* Si la perpendiculaire AD tombe hors 

du triangle ABC, on aura BD = CD — BC, 

— 3 — 2 — s 
et par consequent * BD = CD -H BC ^ — 2 CD * 9. 

— a 
X BC. Ajoutant de part et d'autre AD, on 

en conclura de meme : 
AB = BC V AC — 2 BC X CD. 

PROPOSITION xm. 

THEORiMB. 

Dans tout triangle obtusangle, le carri du c6ti op-- 
pose a V angle ohtus est egal a la somme des carris 
des deux autreSy plus deux fois le rectangle de Vwi 
de ces cdtis par la projection du second sur le pre^ 
mier. 
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Soil AB le cote oppose k Tangle obtus 
C du triangle ABC ; menons AD perpeu- 
diculaire sur BC; je dis qu'on aura : 

CE B ab = bcVacV2BCxcd. 

La perpendiculaire ne pent pas tomber au dedans du 
triangle ; car si elle tombait , par exemple , en E, le triangle 
ACE aurait k la fois Tangle droit E et Tangle obtus C, ce 
qui est impossible; done elle tombe au dehors, et on a 

«. BD = BC -h CD. De la resulte * BD = BC V CD V 2 BC 

X CD. Ajoutant de part el d'autre AD, et faisant les reduc- 
tions comma dans le theoreme precedent, on en conclura 

AB = BC V AC V 2 BC X CD. 

Scolie. Le triangle rectangle est le seul dans lequel la 
somme des carres de deux c6tes soit egale au carre du 
troisieme : car, si Tangle compris par ces cotes est aigu , 
la somme de leurs carres sera plus grande que le car^ du 
cote oppose; s'il est obtus, elle sera moindre. 



PROPOSITION XIV. 



THEOREME. 

Dans un triangle quelcon(/ue ABC , si on mene du 
sommet au milieu de la base la ligne AE, je dis quon 

aura Jb -h AC^= 2 AE -h 2 EB. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la 
base BC ; le triangle AEC donnera par le 
theoreme xii : 

2 EDO AC = AE+EC — aECxED. 

Le triangle ABE donnera par le theoreme xiii : 

Ab'= AE -f- EB V 2 EB x' ED. 
Done, en ajoutant et observant que EB = EC, on aura : 

Ai?-I- AC = 2 AE'-h 2 EB? 
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Remai^que, Ce theoreme etablit unc relation enlre les 
longueurs des Irois cotes d'un triangle, el la longueur d'une 
mediane. (On appelle medlane d'un triangle la droite qui 
joint Tun des sommets au milieu du c6te oppose.) 

PROPOSITION XV. 

THEOREMS. 

Dans tout qimdrilatere , la somme 
des catres des quatre cdtes est igale 
a la somme des carris des diagona- 
les , flus quatre fois le carre de la 
ligne qui joint leurs milieux. 

Soicnt AC, BD, les diagonales du qua- 
drilatere ABQ3, O et G leurs milieux; tirons les lignes BO, 
DOi OG. 
On a, d'apr^s le theoreme precedent : 

Dans le triangle ABC, AbV BC = 2 BO V a AO! 

Dans le triangle ADC, AdV DC = 2 DoV 2 Ao! 
Ajontant , on a : 

AB V BC V AdV DC = 2 (BoV DOj -h 4 AO* 

* 

Or, dans le triangle BOD, on a : 

BO V DO = 2 BG V 2 OG? 




Done AbV BC V AdV DC^= 4 BG Hp 4 OgV 4 Ao'; 



et comme 
on a enfin 



AC=4Ao'' BD = 4BG, 



AB V BC V AdV DC = 4 OgV BD V AC.' 

Corollaire, Si le quadrilatere etait un parallelogram me, 
la droite GO serait nulle ; done, dans tout parallelogramme, 
la somme des carres des quatre c6tes est egale a la somme 
des carres des diagonales. 

La reciproque de ce dernier theoreme est vraie« 



\J 
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DES UGNES PROPORTIONNELLES ET DE U SIlILrnJDL 

PROPOSITION XVI. 

THKOR&ME. 

Toute parallele DE a Vun des cdfes 
BC cTun triangle ABC, dmse les 
deux autres cdtis AB , AC, en parties 
proportionnelles. 

Admettons que les droites AD, DB, 
aient une commune mesure qui soit con- 
tenue 3 fois dans AD, et 2 fois dans DB. 
Le rapport de AD a DB sera egal a |. 

Par les points de division dc AB, menons des paralleles 
a BC, jusqu'a leur rencontre avec AC. Je dis que toutes les 
droites AL, LM, ME, EN, NC, sont egales, et que, par exem- 
ple, LM est egal a EN. 

En eflet menons les droites LP, ER, paralleles a AB. Si 
nous comparons les triangles LPM, ERN, les cotes LP, ER, 
sont egaux, car ils sont respectivement egaux aux droites 
HG, DF, qui sont egales. Les angles PLM, REN, sont egaux 
comme correspondants ; et les angles LPM, ERN, sont 
egaux , comme ay ant les cotes paralleles et diriges dans le 
meme sens. Les triangles LPM, ERN, sont done egaux; done 
LM= EN. 

II resulte de la que la droite AE est divisee en 3 parties 
egales, et que EC contient deux de ces parties. Le rapport 

de AE a FXI est alors egal a f ; done enCn -r;;^ =^ t^^* 

Si les lignes AD, DB, n avaient pas de commune mesure, 

on ferait voir par le raisonnement deja employe livre II, 

01 AD AE 

prop. 10, que les rapports =r^, ■=^» sont compris entre 

deux nombres consecutifs de dixi^mes, de centiemes, de 
milliemes, etc., et que par consequent , ils sont eganx. 
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^ .. « « • AD AE . y ^ " • ^ 

Corollaire I. La proportion ^ = gr (0 F^^ ^ ^^^^^^ 

SOU8 la forme -rrp; = =7;. On deduit encore de la propor- 

AE EC 

. , . AD AE AD AE , 

^^^^ (^) ADTDB==AETEC ^^ AB = AC^"^^P^'^' 

, ^ AD AB 
ecnre sous la torme -7^= = -77-,. 

Afci AL 

Enfin de la proportion (i), on deduit aussi 

AD + DB AE + EC AB_AC 
DB ~ EC ^"dB~EC 

AB DB 
ou bien encore, — = — . 

II. Les segments des deux droites AB, CD, determines 
parplusieurs paralleles AC, EF, GH, BD, etc., sont propor- 
tionnels. 

^ Car, soit O le point de concours des 

droites AB, CD; dans le triangle OEF, 
la ligne AC etant parallele a la base EF, 
OE AE 




J?/ \p ^^ ^"^^ • OF "" CF' 

H Dans le triangle OGH, on aura sembla- 

Done, a cause du rapport co'mmun : 

CF~FH' 

• J . GE . BG J 

On prouverait de meme que ^^ ^ ==:, done, etc 

PRorosmoN xvn. 

THEOR^IME. 

Riciproquementy si les c6tis AB , AC , d^un triangle 
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ABC, sorU coupis proportiormellement par la ligne DE, 

en sorte quon ait 

Ap_AE 

DB~EG' 

je dis que la ligne DE sera parallile a la base BC. 

^ Car, si DE n'est pas parallele a BC, supposons 

que DO en soil une ; alors, suivant le theoreme 

,. AD AE 
mais, par hypothese , r=r=r = — ; 

. AO AE 

(lone on aurait, -r^ = =r^» 

proportion impossible, puisque , d'unepart, AE est plus 
grand que AO, et que , de Tautre , EC est plus petit que OC; 
done la parallele a BC, menee par le point D, ne peut dif- 
ferer de DE. 

Scolie. La ineme conclusion aurait lieu si Ton suppo- 

. , . AB AC 

sail la proportion ^ = ^' 

. , . AB— AD AC — AE 

car cellc proportion donncrait rr=r — = 7^= — 

^ ^ AD AE 

BD CE AD AE 

^" AD = AE ^" ^"^^'•^ BD = CE- 

PBOPOSITION XVlll. 

THEOREME. 

i" La bisseclrice AD de I* angle A du triangle ABC 
diiHse la base BC en deux segments BD , DC , propor- 
tionnels aux deux cotes AB et AC. 

2" La bissectrice AF de I' angle exterieur CAE de- 
termine aussi , sur la base prolongee , deux segments 
BF, CV proportionnels dux memes cotes AB, AC. 

1* Par Ic point C menez CE parallele a AD jusqu'a la 
rencontre de BA prolonge. 
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Dans le triangle BCE, la ligne 
AD est parall^le a la base CE; 
ainsi on a la proportion * : * i6, 

BD_AB 
p DC ~ AE* 

Mais le triangle ACE est isocele; 
car, a cause des paraU^les AD, CE, Tangle ACE = DAC, 
et Tangle AEC = BAD; or, par hypoth^se, DAC = BAD; 
done Tangle ACE := AEC, et par suite AE = AC. Substi- 
tuant done AC k la place de AE dans la proportion prece- 
dente, on aura : 

Bp_AB • 
DC ~ AC* 
a* M enez C6 parall^le a AF ; dans le triangle BAF on a 

BF_ AB 
FC""AG* 
On ferait voir comme precedemment que le triangle AGC 
est isocele , et que AG = AC. 

OnadonC|;g=^. 

Remarque. On pent deduire facilement de ces theor^mes 
le lieu geometrique des points , dont les distances a deux 

points B et C sont dans un rapport donne — . 

- V, w Remarquons que sur la droi- 

•" ^~- ■ ^"^ te qui joint les point;s B et C 

il n^existc qtic deux points , dont les distances aux points 

B et C soient dans le rapport de — . 

En effet, entre B et G, il n'y a qu'un point A tel qu'on 

. AB m 1 . Ai • A'B m ., 

ait "T-r? = — ; car, si pour le point A , on avait -777; = — , 11 
AG It * * AG n 

en resulterait ■— = -r^ , proportion evidemment impos- . 

AG A Li 

sible. 

En supposaiit /» > /i, je dis qu'il n'y a sur le prolonge- 

6 
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ment de BC, qu'un point D, tel qu'on ait=— :; = — 

^ • • **., . . D B iw 

Gar, 81, poor un autre point D , on avait j— = — , on 

.,. . . D'B DB 
endeduirait 5^=5^' 



, , D'B — D'C DB — DC BC 



d'oii • 



DC 



DC 



ou 



BC 
= firi' proportion 




1..........-=^, 



DC ~ DC' 

evidemment absurde. 

Cela pose, soit M un point 

J , , aiB m 
du plan tel que =rr;= = — 
^ ^ MC H 

Menons la bissectrice de 

B Tangle BMC , on aura , en 



mais on 


a deja , 




mo 
MC 


in 
n 




• 


done 


f 






AB 
AC 


m 
n 






Si 


de 


meme 


on 


mene la bissectrice de 


Tangle 


exte- 


rieur 


CME, on aura 


• 

• 








fit r.m 


Trim 


• 

R on a 




BM 
MC 

BM 


DB 
DC' 

m 







on en deduit : 



MC n 

DB_ m 
DC~ l^' 

On voit done que pour tout point M du lieu geome- 
trique, les bissectrices des angles BMC, CME, rencontre*- 
i'ont la droiteBC, en deux points fixes A etD, tels que 
leurs distances aux points B et C soient entre elles dans le 
rapport de mk n. 

D'ailleurs MA , MD , bissectrices de deux angles adja- 
cents , sont perpendiculaires entre elles ; done tout point 
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du lieu geometrique est situe sur la circonference decrite 
sur AD, comme diametre. 

On pourrait aussi demontrer que, reclproquement , tout 
point de eette circonference est un point du lieu geome- 
trique. 

DEFINITION. 

On appelle triangles semblables deux triangles qui ont 
les angles egaux, et les c6tes homologues proportionnels. 
( On emend par cotes homologues ceux qui sont opposes 
aux angles egaux.) 

En general nous appellerons polygones semblables ceux 
qui ont les angles egaux chacun a chacun, et \es c6t^s 
homologues proportionnels (en entendant par cotes ho- 
mologues ceux qui sont adjaccnts aux angles egaiyi). 

PROPOSITION XK. 

THEOREMS. 

* 

Deux triangles iquiangles orU les cdtis homologues 
proportionnels . 

A. » Soient ABC, DEF, deux trian- 

gles qui ont les angles egaux chacun 

^ ^ £^ a ^ chacun, savoir, A := D, B = E, 

C = F ; je dis que les cotes homolo- 
^ ^ gues seront proportionnels, de sorte 

AB AC BC 
quonaura^ = 5j; = ^. 

Prenez AG = DE, AH = DF, et joignez GH, les trian- 
gles AGH, DEF, seront egaux comme ayant un angle 
egal compris entre cdtes egaux. Done Tangle AGH sera 
egal a 1 'angle E; mais on a E = B , done Tangle B = AGH ; 
par suite GH est parallele a BC, etTon a* la jroportion * i6. 

AB_ AC , 

ag~"ah' 

6« 
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*i(i. Enfin menez HL parallele a AB, on aura aussi * la pro- 
portion 

AC_BC ACBC 

AH~BL ^" AH~GH' 
car les droites BL, GH, sont egales comme paralleles 
comprises entre paralleles. 

En comparant la derniere proportion a la precedente , 
on en deduit, a cause du rapport commun, 

AB_AC_BG 
AG""AH~GH' 
AB_AC_BC 
^" DE~DF""EF* 

Corollaire. Pour que deux triangles soient semblables , 
il sufBt qu'ils aient deux angles egaux chacun a chacun ; 
car alors le troisieme sera egal de part et d'autre , et les 
deux triangles seroni equiangles* 

PROPOSITION XX. 

THEOREMB. 





Deux triangles qui ont les cotds proportionnels sorU 
equiangles, 

, A. Va Supposons qu'on ait 

BC_AB_AC 
EF~DE""DF* 
Je dis que les triangles ABC, DEF, 
^^ ^ auront les angles egaux, savoir : 

A = D, B = E, C=F. 

Prenez AG = DE, AH = DF, et joignez GH : on a par 
hypothese la proportion 

^_AC 
DE ~ DF' 
ou , ce qui est la meme chose , 

AB_ AC 

AG~AH' 

il en resulte que GH est parallele a BC , et que par suite 
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Tangle AGH = ABC. Or, en vertu dti iheoreme precedent , 
les triangles ABC, AGH, etant equiangles , on a 

AB_AC BC 
AG^AH'^GH' 
mais , par hypothese , on a 

AB_AC_BC 
DE""DF""EF* 
et comme AG = DEet AH = DF, on en conclut GH = EF ; 
les triangles AGH , DEF , sont done egaux comme ayant 
les trois c6tes egaux, et par consequent Tangle DEF 
= AGH = ABC, Tangle DFE =« AHG = ACB, et Tangle 
D = A. 

Scolie I. II faut remarquer que les angles egaux des 
deux triangles sont opposes aux cotes proportionnels. 

Scolie II. Les deux propositions precedentes, qui n*en 
font proprement qu'une, jointes a celle du carre de Thypo- 
teuuse, sont les propositions les plus importantes et les 
plus fecondes de la geometric ; elles suRisent presque seules 
a toutes les applications et a la resolution de tons les pro- 
blemes : la raison en est que toutes les figures peuvent se 
partageren triangles, et un triangle quelconque en deux 
triangles rectangles. Ainsi les proprietes generales des 1rian7 
gles renferment implicitement celles de toutes les figures. 

PROPOSITION XXI. 

THEOREMS. 

• 

Deux triangles qui ont un angle igal compris entre 
cdtis proportionnels sont semblables. 
V Spit Tangle A =^ D, et supposons 

- - qu'on ait- 

ABAC 

DE ~ DF*' 

B a J je dis que le triangle ABC est sem- 

hlable a DEF. 

Prenez AG = DE, et menez GH parallele a BC : Tangle 





\ 
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*a5, 1. AGH sera egal a Taugle ABC*; et le triaugle AGH sera 

equiangle au triangle ABC ; on aura done 

AB_ AC 

AG ~ AH' 
Mais , par hypothese , 

AB_AC 

DE ~ DF' 

et par construction AG =j= DE ; done AH = DF. Les deux 
triangles AGH, DEF, ont done un angle egal compris 
entre cotes egaux; done ils sont egaux. Or le triangle AGH ' 

est semblable a ABC ; done DEF est aussi semblable a ABC. 
Remarque. D'apr^s la definition, deux triangles ABC, 
DEF, pour etre semblables , doivent remplir quatre condi- 
tions. On doit avoir 

A = D, 
B = E, 

AB_AC 

DE ~ DF' 

AB_BC 

DE~EF* 
Mais il resulte des trois theoremes precedents que deux 
de ces conditions suffisent. 

PROPOSITION xxn. 

THEORSMB. 

Deux triangles qui ont les c6tis paralleleSy ou qui les 
orU perpendicuiaires chacun a chacun, sont semblables. 
En efFet , soient A, B, C, les angles de Tun des triangles ; 
A', B', C, les angles de Tautre triangle. 

On sait que deux angles qui ont leurs c6tes parall^les ou 
perpendiculaires sont egaux ou supplementaires. 

On ne pent done faire qu'une des trois hypotheses sui- 
vantes : 

i*A + A'=a^ B + B' = a' C + C = a'; 
a»A + A'=2^ B^-B' = a' C = C; 

3* A = A B = B', etpar suite C = C. 
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Or, dans la premiere bypothese , la somme des angles 
des deux triangles serait egale a six droits. 

Dans la seconde hypoth^se, cette somme serait supe- 
ricure a quatre droits. 

La troisieme est done seule admissible ; done les trian- 
gles stmt equiangles et semblables. 

Remarque. Les c6tes bomologues des deux triangles sont 
les c6tes paralleles ou perpend iculaires. 

PROPOSITION xxin. 



j_ 
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Un poljrgone itaid domv&y on pent toujours en cons- 
truire un second tel, que ces deux polyigones soient 
composes dun meme nombre de triangles semblables 
et semblablement placis. 

En.effet, soit ABODE le polygone 
donne; menez du sommet A les diago- 
nales AC, AD; puis, apr^s avoir pris 
arbitrairement b sur le cote AB, menez 
be parallele a BC, puis cd parallele a 
Q) , enfiu de parallele a DE ; les trian- 
gles Abcy Act/,... seroiit respectivement semblables aux 
triangles ABC, ACD,... et les deux polygones ABCDE, 
hhcdey qu'on pourra d'ailleurs placer d'une mani^re quel- 
couque Fun par rapport a Tautre, seront composes d^un 
m^me nombre de triangles semblables chacun a chacun et 
semblablement places. 

• 

PKOPOSITION XXIV. 

TUEORl&MB. 

Deux polygones ABCDE /aZ^cflfe , composes (^conune 
on Va vu pricidemment) dun mime nombre de trian- 
gles semblables et semblablement places , ont les an- 
gles igaux chacun a chacun , et les cdtis homologues 
proportionnels, et par consequent sont semblables. 
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Gir la similitude des triangles ABC, 
abc, doune Taugle AUG = abc, etTau- 
p gle DCA = bca; la similitude des trinu- 
gles ACD, acd, donne Taugle ACD = 
acd, d*oii Ton couclut RG3 = bed, et 
ainsi de suite. 

De plus on aura, a cause de la simi- 
litude des m^mes triangles, la suite des 
rapports ^gaux 
AB BC AC CD AD DE AE 
ab be ac cd ad de ae^ 
done les deux polygones ont aussi leurs c6tes hoiuologues 
proportionnels et sont semblables. 

. PROPOSITION XXV. 

THEORIEME. 

RdciproiiuemerU deux polygones semblables pea- 
ifent etre decomposes en lui meme nombre de triangles 
semblables chacun a ckacun et semblablement dis- 
poses. 

c Dans le polygene 

G- ^ ABODE , menez ' d'un 

meme angle A les dia- 
gonals AC, AD, aux 
autres angles. Dans Tan- 
tre polygone FGHIK, 
menez semblablement de Tangle F homologue a A, les dia- 
gonals FH, FI, aux autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables, Tangle ABC est 
egal a son homologue FGH, et de plus les coles AB, BC, 
sont proportionnels aux cdtes FG, GH ; de sorte qu*ou a 

AB_BC 
FG ■" GH' 
II suit de la que les triangles ABC, FGH, ont un angle egal 
compris entre c6tes proportionnels ; done ils sont senibla^ 
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bles* ; done Taiigle BCA. est egal k 6HF. Ces angles egaux * *i. 
etant retranches des angles egaux QQ), GHI, les resles 
ACD, FHI, seront egaux : mais, puisque les triangles ABC, 
F6H, sont semblables, on a 

AC_BC 

fh~gh' 

d'ailleurs, k cause de la similitude des polygenes , 

BC_CD 

GH ~ HI' 
, AC CD 

••""^ ra=Hr- 

Mais on a deja vu que Tangle ACD == FHI ; done les trian- 
gles ACD, FHI, ont un angle egal compris entre c6fees pro- 
portionnels, done ils sont semblables. ( n continuerait de 
m^ine a demontrer la similitude des triangles suivants, 
quel que filt le nombre des c6tes des polygones proposes ; 
done deux polygones semblables sont composes d*un meme 
nombre de triangles semblables et semblablement disposes. 

Remarque I. La decomposition pent se faire de plusieurs 
manieres, en menant les diagonales par deux sommets ho- 
mologues quelconques. II resulte de la que dans deux po- 
lygones semblables , deux diagonales homologues CE, HK, 
sont entre elles comme deux c6tes homologues ; car elles 
sont les c6tes homologues de triangles semblables CDE , 
HIK, qui font partie des deux polygones. 

Remarque II. Pour que deux polygones de n c6tes soient 
semblables, il faut, d'apres la definition, qu'ils aient lours 
angles egaux, ce qui donne n — i egalites , et quails aient 
leurs c6tes homologues proportionnels , ce qui conduil 
encore a /i — i egalites. 

La definition des polygones semblables exige done que 
a/i — 2 conditions soient remplies; mais il est facile dc 
voir que 21 /» — 4 conditions sont sufBsantes. 

En efTct deux polygones de n c6tes seront semblables, s'ils 
sont composes d'un m^me nombre de triangles semblables 
el semblablement disposes. Or deux conditions sufBsent pour 
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que deux de ces triangles soient semblables , done le 
uombre de conditions sufEsantes pour que deux polygenes 
d^ 71 c6tes soient semblables , est egal a a multiplie par le 
nombre des triangles, ou par n — a, c'est-a-dire a a/i — 4* 
Remarque III. On a vu que, dans les triangles y Tegalite 
des angles est une suite de la proportionualite des cdtes, et 
reciproquement. Iln'en est plus de m^me dans les polygenes 
de plus de trois cotes. Car, des qu'il s'agit seulement des qua- 
dri]at6res, on pent, sans changer les angles^ alterer la propor- 
tion des cdtes, ou, sans alterer les c6tes, changer les angles. 
Y On voit, par exemple, qu^en menaut EF 

parallele a BC, les angles du qiiadrilatere 
AEFD sont egaux a ceux du quadrilatere 
B ABCD; mais la proportion des c6tes est 
differente. 

De meme , avec les quatre c6tes du quadrilatere ABCD, 
on peut former un autre quadrilatere qui n'ait plus les 
inemes angles. 

En efTet prenons ad = AD, au point d 
faisons un angle quelconque difTercnt de 
Tangle D; prenons dc = DC; enfin des 
points a et c, comme centres, avec des 
rayons respectiveraent egaux a AB etCB, 
decrivons deux circonferences qui se coupent en i, le qua- 
drilatere abed aura les m^mes c6tes 
que ABCD, et n*aura plus les memes 
angles. 

DEFINFTIONS. 

I. Deux points O et o sont dits ho- 
mologues par rapport aux deux po- 
ly gones semblables ABCDE, abcde, 
lorsqu'en les joignant aux extremit^s 
de deux cotes homologues AB, ab, 
les triangles AOB, aob, sont sembla* 
bles et semblablement disposes. 
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II. Deux droites sont homologues par rapport a deuxpo- 
lygones semblables y lorsqu'elles joignent des points deux 
a deux homologues. 

PROPOSITION XXVI. 
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Si r on joint] les points homologues O et o des poljr- 
gones semblables ABCDE, abcde, aux sommets deces po- 
lygoneSy les triangles O^ , OCD, etc.y sont respAtii^e- 
ment semblables aux triangles y obc, ode, etc. 

En effet , a cause de la similitude des poly gones, Tangle 
ABC est egal a Tangle abc , et a cause de la similitude 
des triangles ABO, abo^ Tangle ABO est egal a Tangle 
aho, Les angles OBC, obc j sont done egaux comme etant 
les differences d^angles respectivemen't egaux. 

On a d^ailleurs —7- := -r— , 

ab DC 

et dans les triangles semblables ABO, aboy 

AB BO 

• ab bo^ 

d'od Ton conclut -r— = -7— 

DO DC 

Les triangles BOC, boc^ sont done semblables comme ayani 
un angle egal compris entre cdtes proportionnels. 

On demontrerait de m^me que les triangles OCD , ocd^ 
soot semblables, et ainsi de suite. 

Remarque. On prouverait par des considerations analo- 
gues, que dans deux polygones semblables deux droites 
homologues sont entre elles comme deux cdtes homolo- 
gues de ces polygones. 

PROPOSITION xxvn. 

THEORJIMB. 

IjCS lignes AF, AG, etc., mendes comme on vou- 
dra par le sommet dun triangle , dii^isenl proportion* 
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nellement la base BC et sa paralUle DE, de sorte 
quona 

Dr_IK_KL 
BF ~ FG ~ GH' ^^^' 

CkTj puisque DI est parallele a BF, ie 
triangle ADI est equiangle a ABF, et on a 
la proportion 

DI_ AI 
BF^AF' 

B F ft H <J dememe , IK elant parall6le a FG , on a 

AI_IK 
AF""FG'' 
(lone, k cause du rapport commun, 

DI_IK 
BF ~ FG* 

IK KI 
On trouvera semblablement =p7 = j^, etc.; done la ligne 

DE est divisee aux points I, K, L', comme la base BC Test 
aux points F, G, H. 

Corollaire. Done, si BC etait divisee en parties egales aux 
points F, G, H, la parallele DE serait divisee de meme en 
parties egales aux points I, K, L. 

PROPOSITION XXVIII. 



« 



THEOREMB. 



Si de tangle droit A d*wi triangle rectangle on 
abaisse la perpendiculaire AD sur Vhypotinuse : 

i^ Les deux triangles partiels ABD, kDC^seront 
semblables entre eux et au triangle total ABC ; 

2' Chaque cote AB oi^ AC sera mqyen proper^ 
tionnel entre V hypotenuse BC et le segment adjacent 
BD ou DC ; 

3" La perpendiculaire AD sera moyenne proportion' 
nelle entre les deux segments y BD, DC. 
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Car, !• le triangle BAD et le- triangle 
BAG ont Tangle, commun B ; de plus, Tan- 
gle droit BDA est egal a Tangle dr-oit BAG ; 
done le troisieme BAD de Tun est egal au 
troisieme G de Tautre; done ces deux 

triangles sont equiangles et semblables. On demontrera de 

meme que le triangle DAG est semblable au triangle BAG ; 

done les trois triangles sont equiangles et semblables entre 

eax. 

a^ Puisque le triangle BAD est semblable au triangle 
BAG ^ Icurs c6tes homologues sont proportionnels. Or le 
cote BD dans le petit triangle est homologue a BA dans 
le grand, parce qu'ils sont opposes a des angles egaux, BAD, 
BCA; Thypotenuse BA du petit est homologue a Thypo- 
tenuse BG du grand; done on pent former la proportion 

BD_BA 
BA~BG* 
On aurait de la meme maniere 

DC_AC 

AG"" BG' 

done, a* chacun des cotes AB, AG, est moyen propor- 

tionnel entre Thypotenuse et le segment adjacent a ce c6te. 

3** Enfin, la similitude des triangles ABD, AGD, donne, 

en comparant les cdtes homologues , , 

BDAD 
AD~DC 
done, 3' la perpend iculaire AD est moyenne proporlion- 
nelle entre les segments BD, DG, de Thypotenuse. 
Scolie. La proportion 

BD_AB 
AB~BG 
donne, en egalant le produit des extremes a celui des 

moyens , AB = BD X BG. On a de meme AC = DG X BC ; 

doncAB-|-AC= BD xBC-f-DC X BG; le second membre 
est la meme chose que (BD-I-DC) X BC, et il se reduit a 
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BC X BC ou BC: done on a AB -h AC= BC; done (cb sc 
fondant sur la mesure da carre) le carre fait sur Tliypote- 
nuse BC est egal a la somme des earrcs fails sur les deux 
autres c6tes AB, AC. Nous retombons ainsi sur la propo- 
sition da carre de Fhjpotenuse par une voie tr^s-differente 
de eelle que nous avions suivie ; d'oti Ton voit qu'a pro- 
prement parler la proposition du carre de Thypotenuse 
est une suite de la proportionnalite des cot^s dans les 
triangles equiangles. 

CorolUdre. Si d'un point A de la circou 
ference on mene les deux cordes AB, AC, 
aux extremites du diam^tre BC, le triangle 
BAC sera rectangle en A* ; done, i^ la per- 
pendiculaire AD est moyentie proportionnelle entre les deux 
segments BD, DC du diametrey ou, ce qui revient au meme, 

le carre AD est egal au rectangle BD X DC. 

a* La corde AB est moyeime proportionnelle entre le dia- 
mitre BC et le segment BD , ou , ce qui revient au meme , 

AB^= BD X BC. On a semblablement AC = CD X BC ; done 

AB*_BD 

AC ^ 

3 a 

et si on compare AB a BC, on aura 

AB^" BD 




on aurait de meme 



;J- 



BC' BC' 



AC* DC 
BC'~BC- 



Ces rapports des carres des cotes , soit entre eux, soit avec 
le carre de Thypotenuse, ont ete deja donnas dans les 
coroUaires iii et iv de la proposition xi. 
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PROPOSITION XXIX. 

THEORiME. 

Deux triangles qui ont un angle igal sont entre 
tux comnie les rectangles des cdtis qui comprennent 
V angle igal. Ainsi le triangle ABC est au triangle 
ADE comme le rectangle AB X AC est au rectangle 

AD X AE. 

Tirez BE; les deux triangles ABE, ADE, 
dont le sommet commun est E, ont meme 
hauteur, et sont entre eux comme leurs 
bases AB, AD*; done 

ABE AB 
ADE~ AD* 
On a de meme 

ABC_AC 
ABE~AE* 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omettant le 
commun terme ABE, on aura 

ABC ABxAC 
ADE""ADxAE' 

PROPOSITION XXX. 

TEEOR&ME. 

Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les carris des cdtis homologues. 

Soit Tangle A = D , et Tangle 
B = E ; d'abord a cause des an- 
gles egaux A et D, on aura, d'a- 
pres le theoreme precedent, 
ABC ABxAC 
DEF ~ DE X DF' 
ce qui pent s'ecrire sous la forme 

ABCAB AC 
DEF ~ DE ^ DF ' 
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Or, d cause de la similitude des triangles, on a 

AC_AB, 

DF ~ DE' 
done 

ABC_AB AB AB* 
DEF~DE^DE~5g»' 

PROPOSITION XXXI. 



THEOR^HB. 

I 



Les contours ou pirimkres des poljrgones semblor 
bles sont comme les cotds homologues, et leurs surfaces 

sont comme les carris de ces memes cdtis. 

Car, I" puisqu'on a, 
H par la nature des figures 

semblables, 
AB BC CD ^ 

^ "" on .pent conclure de 

cette suite de rapports egaux 

ABH-BC-hCD... AB 

FG-t-GH-t-HI...""FG' 

ce qui demonlre la premiere partie du theorenie. 

2® Puisque les triangles ABC, FGH, sont seniblables, on a 

ABC AC'' 




FGH-pH^' 



de meme, les triangles semblables AQ), FHI, donnenl 



ACD AC* 



FHI pjj»' 

done, a cause du rapport commun, on a 

ABC _ ACD 
FGH "~ FHI ■ 

Par un raisonnement semlilable on trouverait 

ACD _ APE 
FHI ~ FUL ' 
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et ainsi de suite , s'il y avail un plus grand nombre de trian- 
gles. De cette suite de rapports egaux on conclura 

ABC + ACD + ADE ABCXt' _^ 
FGH4- FHI -h FIK ■" FGH ~ pg^ *' ^^^ jiQ^' ' 

done les surfaces des polygones semblables soul entre elles 
comme les carres des cotes homologues. 

PROPOSITION XXXII. 

V 

S 

THEOnisME. 

Les parties de deux cor des AB, Q), qui se coupent • 
dans un cercle , sont riciproquement proportionnelles , 
cest'Ordire quon a 

AO_CO 
DO~OB* 
Joignez AC et BD; dans les triangles 
AGO, BOD, les angles en O sont egaux 
comme opposes au sommet ; Tangle A est 
egal a Tangle D, parce qu'ils sont inscrits 
dans le meme segment * ; par la m^me rai- * kj, %i 
son, Tangle C<= B; done ces triangles sont semblables , et 
les c6tes homologues donnent la proportion 

AO_CO 
DO~OB" 

Corollaire. On tire de la AO X OB = DO X CO ; done le 
rectangle des deux parties de Tune des cordes est egal au 
rectangle des deux parties de Tautre. 

PROPOSITION xxxm. 

THEORKMB* 

Si dun mime point O^pris hors (Pun cercle, on mine 

fes sicantes OB, OC, terminees a Varc concasfe BC. 

*les sicantes entiires seront riciproquement propor*- 
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eionnelles a lews parties extirieures^ cest^a-dire qu^on 
aura 

OB_OD 
0C""0A' 
Car, en joignant AC, BD, les triangles 
OAC, OBD, ont Tangle O commiin; de 
plus Tangle B = C*; done ces triangles 
sont semblaUes, et les c6tes homologues 
donnent la proportion 

OB_OD 

qc~oa' 

Corollaire. Done le rectangle OA X OB 
est egal au rectangle OCx OD. 

Scolie. On pent remarqner que cette proposition a bean- 
coup d^analogie avec la pr^cedente, et qu^elle n*en difTere 
qu'en ce que les deux cordes AB, CD, au lieu de se couper 
dans le cercle^ se coupent au dehors. 
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Si dim meme point O, pris hors dun cerclcy on mkm 
une tangente OA et une sicante OC, la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sicante et sa partie 
extiriQure ; de sorte quon aura 

OC_OA 

OA~OD' 

oUy cequi re^ient aumemey OA = OCX OD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles 
OAD, OAC, ont Tangle O commun; de 
plus Tangle OAD , forme par une tangente 
et une corde *, a pour mesure la uiuitie de 
Tare AX), et Tangle C a la meme mesure; 
done Tangle OAD = C ; done les deux trian- 
gles sont semblables, et on a la proportion 
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OC_OA 
OA~OD' 

qui donne OA == OC X OD. 

Scolie, Cette proposition peut se deduire de la prece- 
dente , en considerant la tangente OA comme la limite des 
positions que prendrait une secante tournant autour du 
point O. 

PROPOSITION XXXV. 

TBSOREMB. 




Dans tout triangle ABC, le rectangle des deux cdtis 
AB, AC, est igal au rectangle qui a pour cdtis le diami- 
tre CE du cercle circonscrit et la perpendiculaire AD 
abaissee sur le troisidme cdti BC. 

Car, en joignant AE, les triangles ABD, 
AEG, sont rectangles, Tun en D, Tautre 
en A; de plus Tangle B = E; done ces 
triangles sont semblables, et ils donnent 
^ la proportion 
AB_A^ 
CE ~ AC' 
d'od resulte AB X AC = CE X AD. 

Corollaire. Si on multiptie ces quantites egales par la 
mdme quantite BC, on aura ABx AC X BC=CE X AD X BC. 
Or AD X BC est le double de la surface du triangle* ; done ♦ 6. 
le produit des trois cotis d*un triangle est egal a sa surface 
multiplitepar le double du diamitre du cercle circonscrit. 
Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide , 
par une raison qu'on verra ci-apres. Sa valeur se concoit 
aisement^ en imaginant que les lignes sont reduitesen nom- 
bres , et multipliant les nombres dont il s*agit. 

Scolie. On peut demontrer aussi que la surface d*un 
triangle estdgalea sonpirimetremultiplU par la moitiedu 
yaron du cercle inscrit. 
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Car les triangles AOB, BOC, AOC, 
qui ont leur soramet commun en O, 
out pour hauteur commune le rayon 
du cercle inscrit; done la somme de 
c ces triangles sera egale k la somme des 
bas^s AB, BC, AC, multipliee par la moitie du rayon OD ; 
done la surface du triangle ABC est egale a son perimetre 
multiplie par la moitie du rayon du cercle inscrit. 

PROPOSITION XXXVI. 

THEORimX. 

Dans tin triangle ABC, si on dime l^angle A en 
deux parties igales par la ligrve AD , le rectangle des 
cdtis AB, AC, sera igal au rectangle des segments 
BD, DC, plus au carri de la sicante AD. 

Faites passer une circonftrence par les 
trois points A, B, C ; prolongez AD jus- 
qu*a la circonference , et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au trian- 
gle EAC; car, par hypoth^se. Tangle 
BAD ^ EAC; de plus I'angle B = E, 
puisqu*ils ont tons deux pour mesure la 
moitie de Tare AC; done ces triangles sont semblables^ et 
les c6tes homologues donnent la proportion 

BA_AD. 
AE~AC*' 

deliresulteBAx AC = AEx AD; maisAE== AD +DE, 
et en multipliant de part et d*autre par AD, on a AE X AD 

= AdV ad X de ; d'ailleurs AD X DE = BD X DC ; 

done enfin 

* BA X AC = AD V BD X DC 
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PROPOSITION xxxvn. 

theorAme. 

Dans tout quadrilathe inscrit A6GD , le rectangle 
des deux diagoncdes AC, BD, est igal a la somme 
des rectangles des^cdtis opposes , de sorte quon a 

ACx BD = ABxCD-|-ADxBC. 

Mentz la droite BI, telle que Tangle 
CBI soit egal k ABD , et prolongez-la 
jusqu'a sa rencontre avec AC. L^angle 
Ig ADB = BCI , parce qu'ils sont ins- 
crits dans le m^me segment ACB ; de 
plus Tangle ABD = CBI par cons- 
truction; done le triangle ABD est 
semblable au triangle IBC, et on a la proportion 

Ap_BD 
a ~BC' 
d'ou resulte AD X BC = CI X BD. (i) 

Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable au 
triangle BDC ; car Tangle ABD etant egal a CBI, si on 
ajoute de part et d'autre DBI , on aura ABI =3 DBC ; de 
plus Tangle BAI = BDC, parce quails sont inscrits dans le 
m^me segment; done les triangles ABI, DBC, sont sem- 
blables, et les c6tes horaologues donnent la proportion 

AB_ AI 
BD "■ DC' 
d ou resulte AB X CD == AI X BD. (a) 

Ajoutant les ^galites (i) et (9), et observant que 
AI X BD + a X BD = (AI -H CI) X BD = AG X BD, 
on aura AD X BC -+- AB X CD = AC X BD. 

PROPOSITION xxxvin. 

THEQRiMB. 

, Dans tout quadrilatire non inscriptible, le rectan-^ 
gle des diagoncdes est moindre que la somme des rec- 
tangles des cdtis opposes. 
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Par les trois points A, B, C, faites 
passer un ccrcle qui ne contiendra 
pas le quatri^me sommet D, faites 
Taugle ABI = DBC, et Tangle BAI 
= BDC. La droite Al ue pourra pas 
coincider avec AC, puisque, le poiut 
D n'etant pas sur la circonference , 

Tangle BDC est diflerent de BAC; enfinjoignez le point I 

au point C. * 

Les triangles ABI, BDC, equiangles par construction , 

donnent la proportion 

AJB_BD 
AI~DC' 

dou AIxBD=ABxDC. (i) 

Les triangles ABD , IBC , sont aussi semblables ; car, si 
des angles egaux ABI, D^, on retranche la partie com- 
mune DBI, il restera Tangle ABD = IBCs de plus, a cause 
de la similitude des triangles ABI , DBC, on a la proportion 

^_ BI 
BD~BC' 

les triangles ABD, IBC, ont done un angle egal compris 
entre c6tes proportionnels , et sont semblables; on a done 
la proportion 

AD_BD 
IC ~ BC 

d'od ICxBD = ADxBC 

ajoutant les egalit^s (i) et (a) , il vient 

BDx (AI + IC) = AB xDC + AD X BC, 

et comme AI + IC est plus grand que AC, on a 

BDx AC < AB xDC 4- AD X BC. 

Scolie. On conclut de 14 que si, dans un quadrilatere , le 
rectangle des diagonales est egal a la somme des rectangles 
des c6tes opposes, ce quadrilatere est inscriptible. 
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THEORBME. 

Les diagonales dun quadrilatire inscrit sorU entre 
elles comme les soinmes des rectangles des cdtds qui 
aboutissent a leurs extrimitis. 

Le quadrilatere ABCD est decom- 
pose en deux triangles ABC , ADC , 
par la diagonale AC ; or, en desi- 
gnant par R le rayon du cercle cir- 
conscrit , on a : 

ABxBCxAC = 4RxABC, 
etADxDCxAC = 4RxADC. 
Ajoiitant, il vient : 

ACx (AB X BC -+- AD xDQ =4R X ABCD. 
Mais si Ton decomposait le quadrilatere en triangles par 
la diagonale BD, onjtrouveraitde m^me : 

BDx(ABxAD-hBCxDC)=4RxABCD, 
d'oA 

ACx (ABx BC-hADxDC)=BD x(ABx AD +BCxDC), 
ce qui donne la proportion 

AC ABxAD + BCxDC 
BD~AB^BC-hADxDC' 

* 

PROBLlHES RELATIFS AU LITRE III. 

PROBLiME PREMIER. 

Dwiser une Ugne droite donnie en tant de parties 
igales quon voudra, ou en parties proportionnelles a 
A des lignes domides. 

I* Soit propose de diviser la ligne AB en 

cinq parties egales. Par Textremit^ A on me- 

nera la droite indefinie AG, et prenant AC 

"^ d'une grandeur quelconque^ on portera AC 

^ cinq fois sur AG. On joindra ie dernier point 

B de division G et Textremite B par la ligne GB, 
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puis on m^nera CI parallele a GB; je dis que AI sera la ein- 
qui^me partie dela ligoe AB, et qu^ainsi en portant AI cinq 
fois sur AB , la ligne AB sera divisee en cinq parties egales. 
Gar, puisque GI est parallele a GB, les cdtes AG, AB, sont 
* j6, coupes proportionnellement en C et I*. Mais AG est la cin- 
quieme partie de AG ; done AI est la cinqui^me partie de AB. 

a^ Soit propose de diviser la 

ligne AB en parties proportion- 

nelles aux lignes donnees P, Q, R. 

Par Textremite A on tirera I'in- 

definie AG, on prendra AG = P, 

GD = Q, DE = R, on joindra 

les extremites E et B, et par les points G, D, on menera GI, 

DK, paralleles a EB.; je dis que la ligne AB sera divisee en 

parties .AI, IK, KB, proportionnelles aux lignes donnees 

P,Q,R. • 

Gar, a cause des paralleles CI, DK, EB, les parties AI, 
iS. IK , KB, sont proportionnelles aux parties AC, CD, DE*; 
et par construction celles-ci sont egales aux lignes don- 
nees P, Q, R. 

Remarque. SiV on demande 

de trouver sur la droite qui 

joint les points A et B, les 

points tels que leurs distances 

aux points A et B soientdans 

le rapport des lignes M et N 

(M etant plus grand que N) ; 

on partagera d'abord la diuite AB en deux parties AI, IB, 

dans le rapport de M a N , au moyen de la construction 

precedente. 

Pour trouver sur le prolongement de AB, le point qui 
jouit de la meme propriete, on prendra AC = M, et CD = 
N ; on joindra DB , et on menera CI' parallele a DB. V sera 
le point demande ; car on a la proportion 

Ar_AC_M 
Bf ~CD~N* 




H 
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PROBL&ME II. 

Troui^er une quatrieme proportionnelle a trois lignes 



doanies^ A, B, C. 
J) 




Tirez les deux lignes indefinies 
•^ DE, DF, sous un angle quelcon- 



"•' que. Sur DE prenez DA = A et 



DB = B, sur DF prenez DC = C, 
joignez AC, et par le point B me- 
'/ ' nez BX parallele a AC ; je dis que 

DX sera la quatrieme proportionnelle demandee : car, 
puisque BX est parallele a AC, on a la proportion 

DA_DC 

DB~DX' 

or les trois premiers termes de cette proportion sont 

egaux aux trois lignes donnees ; done DX est la quatrieme 

proportionnelle demandee. ' 

Remarque I. A, B, C, etant les trois lignes donnees, et 
X etant la quatrieme proportionnelle demandee, on aura 

A_C 
B ~X 
BxC • 



d'ou 



X = 



Remcurque II. Si C est egal a B, la ligne X prend le noni 
de troisieme proportionnelle aux lignes A et B; et Ton a 

la construction est d'ailleurs absolument la meme. 

PROBLIEMB HI. 

Trom^er une mojrerme proportionnelle entre deux 
lignes donnies k etB. 

Sur la ligne indefinie DF prenez DE 
= A , et EF = B; sur la ligne totale 
DF comme diametre, decrivez la demi- 
circonference DGF; ^u point E elevez 
sur le diam^tre la perpendiculaire EG, 




A*- 



io6 
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qui rencontre la circonference en G; je dis que EG sera la 
moyenne proportionnelle chercheek 

Car la perpendiculaire GE, abaissee d un point de la cir- 
i^onfereuce sur le diametre , est moyenne proportionnelle 
entre les deux segments du diametre DE , EF : or ces seg- 
ments sont egaux aux lignes donoees A et B. 

Deuxiime construction. Prenez DF 
= A, DE = B, et decrivez una cir- 
conference sur DF comme diametre;' 
elevez EG perpendiculaire sur DF, et 
joignez le point G au point D ; la ligne 
GL Sera moyenne proportionnelle entre A et B. 

Troisieme construction. Prenez OC 
= A, OD = B; par les pointsD et C 
faites passer une circonference quel- 
conque , et par le point O menez une 
c langente OA a cette circonference ; 
la ligne OA sera moyenne propor- 
tionnelle entre A et B. 

PROBLBMB IV. 

Faire un carrd iqui\>cdenJt a un parcdlilogramme on 
a un triangle dontU. 

® I* Soient AB la base du parallelo- 

gramme donne, DE sa hauteur, et X 
le e6te du carre cherehe : on doit 
avoir : 

y = AB X DE 
AB_ X^ 
X ~DE' 
Le cote X est done une moyenne propor- 
tionnelle entre AB et DE. 

a^ On verrait de la meme maniere que Ic 
c6te du carre equivalent a un triangle donne 
. est une moyenne proportionnelle entre la base 
du triangle et la moitie de la hauteur. ' 





ou 




1 
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PROBLEMS V* 

Faire sur la ligne AD un rectangle ADEX iquis^a- 
lent au rectangle donni ABFC. 

I Soil AX la hauteur inconnue^du rectan- 
gle ADEX ; puisque les deux rectangles doi- 
vent ^tre equivalents, on a Tegalite AD X 
AX == AB X AC, ce qui donne la proportion 

AD_AC 
» AB~AX' 

La ligne chercbee AX est done une quatrieme propor- 
uonnelle aux trois lignes AD, AB, AC. 

PROBL]&M£ VI. 

Troui^er deux droites qui soient dans le mime rap- 
port que les surfaces de deux rectangles donnes. 

Soient A, B, les dimensions du premier rectangle; 
C, D, les dimensions du second. 

L^une des deux lignes cherchees pent etre choisie arbi- 
trairement ; nous la prendrons egale a A, et spit X la sc- 
conde ligne. On doit avoir d'apres Tenoncc : 

AxB _ A 
CxD—X' 
,. , « CxDxA CxD 

dou X= r 5 i= — 5 . 

AxB B 

La Kgne chercbee X sera done une quatrieme propor- 
tionnelle aux trois lignes B, C, D. 

PROBLEM E VII. 

Faire un triangle iquu*cdent a un polygone donni. 

^ Soit ABCDE le polygone donne. 

Tirez d'abord la diagonale CE, qui re- 

|D tranche le triangle CDE ; par Ic point 

D, menez DF parallele a CE jusqu'a la 

J rencontre de AE prolonge; joignez 
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CF, et le .poljgone ABCDE sera equivalent au polygene 
ABCF qui a un c6te de moins. 

Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune CE; 
ils ont aussi la m^me hauteur, puisque leurs sommets D, F, 
sont situes sur une ligne DF parall^le a la base ; done ces 
triangles sont equivalents. Ajoutant de part et d*autre la 
figure ABCE, on aura, d*un c6t^, le polygone ABCDE, et, 
de Tautre, le polygone ABCF, qui seront equivalents. 

On pent pareillem'ent retrancher Tangle B en substituant 
au triangle ABC le triangle equivalent A6C, et ainsi le pen- 
tagone ABCDE sera change en un triangle equivalent G€F. 

Le meme procede s'appliquera a toute autre figure ; car, 
en diminuant d*un a chaque fois le nombre des c6tes, on 
finira par tomber sur le triangle Equivalent. 

Scolie. Oi^ a deja vu que tout triangle pent Etre change 

i. en un carre equivalent*, ainsi on trouvera toujours un 

carre equivalent k une figure rectiligne donnee ; c'est ce 

qu*on appelle carrer la figure rectiligne, ou en trouver la 

quadrature. 



PROBLiME VIII. 



Faire un carriqiu soit igcd a la somme ou a la dif' 
firence de deux carrds doruiis. 

Soient A et B les c6tes des carres donnes : 

I* S'il faut trouver un carre egal 
a la somme de ces carres ; tirez les 
deux lignes indefinies ED , EF, a 
angle droit ; prenez ED = A et EG 
a E B = B, j oignez DG, et DG sera le c6te 

du carre cherche. 

Car le triangle DE6 Etant rectangle, le carre fait sur DG 
est egal a la somme des carres faits sur ED et EG. 

2* S'il faut trouver un carre egal a la difference des car- 
res donnes, formez de m^me Tangle droit FEH, prenez GE 
egal au plus petit des c6tes A et B ; du point G , comme 
centre , et d'un rayon GH egal a Tautre cdte , decrivez no 
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arc qui coupe EH en H ; je dis que le carre fait sur EH 
sera cgal a la difference des carres fails sur les lignes Aet B. 

Car le triangle GEH est rectangle, Thypotenuse GH= A, 
et le c6te GE = B ; done le carre fait sur EH, etc. 

Scolie. On pent trouver ainsi un carre egal a la somme 
de tant de carres qu*on voudra; car la construction qui 
en reduit deux a un seul, en reduira trois a deux, et 
ces deux-ci k un , ainsi des autres. U en serait de m^me 
si quelques-uns des carres devaient etre soustraits de la 
somme des autres. 

PROBL^B IX. 

Constrmre wi carri qui soil au 
carri donni ABCD comme la ligne 
M est a la ligne N. 

Sur la ligne itid^finie EG, prenez 

EF = M, etFG = N; sur EG, comme 

diam^tre , decrivez une demi-circon- 

j2 f^rence , et au point F ^lerez sur le 

diam^tre la perpendiculaire FH. Du 

point H menez les cordes HG, HE ; sur 

la premiere prenez HK egale au c6t^ AB du carr^ donn£, 

et par le point K menez RI paralUle a EG; je dis que HI 

sera le c6te du carre cherche. 

Gar, d cause des parall^les KI, GE, on a 

HI_HE 
fflt""HG' 




HI 



HE 



et, par suite , 

HK HG 

Mais , dans le triangle rectangle EHG , on a aussi 



HE 



HG 



FG 



M. 



done 



HI 

me' 



M. 
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or HK= AB; done le carre fait sur HI est au carre fait 
sur AB comme M est a N. 

PROBLiiME X. 

Sur le c6ti FG, homologue a AB, ddcrire wi polj- 
gone semblable au poly gone donm ABCDE. 

Dans le polygoue 
donne tirez les Jiago- 
naleaAC, AD : au point 
F faites Tangle GFH = 
BAG, et au point G Tan- 
gle FGH = ABC ; les li- 
gnes FH, GH, se couperont en H, et FGH sera un triangle 
semblable a ABC : de meme sur FH, homologue a AC, 
construisez le triangle FIH semblable a ADC, et sur FI, 
homologue a AD, construisez le triangle FIK, semblable 
a ADE. Le polygone FGHIK Sera le polygone 'demandc, 
semblable a ABCDE. 

Oar ces deux polygones sont composes d'un meme 
nombre de triangles semblables et semblablement places. 

PROBIiiME XI. 

Deux poljrgones semblables itant domUs , constrmre 
un polygone semblable qui soU igal a leur somme ou a 
leur difference. 

Soient P et Q les surfaces des polygones donnes ; A et 
B deux cdtes homologues de ces polygones ; soit X la sur- 
face du polygone cherche ^ x le c6te homologue a A et B. 

Les polygones semblables etant comme les carres dcs 
cdtes homologues ) on aura : 

P A' 

P A* 



A'oix 



On aura aussi 



P+Q~A'-hP'' 

p_a; 
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et commeX = P-f- Q, les 4eux derniercs proportions ont 
les trois premiers termescommuns; done a?=zA^ -f-B*. 

Ainsi le c6te x est Thypotenuse d*un triangle rectan- 
gle , dont les cotes de Tangle droit sont A et B. > 

Connaissant le c6te x^ la question est ramenee au pro- 
blenie precedent. 

Si le poly gone X devait elre egal aP — Q, on aurait 
encore les proportions : 

P_A' ' 
Q~B** 

p_a; 

x~ x^' 

d'ou Ton conclut a:' = A* — B*. 



On a d'ailleurs 



PROBLEME XII. 

Construire un polygone semblable a un poljrgone 
donndj et qui soit a ce polygons dans le rapport de m 
a n. 

Soit P la surface de la figure donnee, A Tun de ses c6- 
tes; soit encore X la surface de la figure cherchee , x le 
c6te homologue de A. 

On aura, d^apres Tenonce du probl^me : 

X m 
P"" «* 
Etf a cause de la similitude des polygones : 

X_^ 
P~A"' 
J, , x^ m 

d ou A^ = -r 

A n 
On trouvera done le c6te x par le probleme 9. 

PRODL]&ME XIII. 

Construire un polygone semblable au poljrgone P, et 
iqui^aleni au polygone Q. > 



iia 
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Soient A un c6te du polygone P, et x le c6t6 Lomo« 
logue de la figure chercbee X. 

On aura, 4 cause de la similitude des polygones : 

p_a; 

Et comme X doit <ltrc equivalent k Q, 

P_A' 

Si Ton cherche deux carres M*, N*, equivalents & P et i 
Q, on aura 

»r_A' 

,, . MA 

dou . i?=r 

La ligne x sera done une quatrieme proportionnelle aux 
trols lignes M, N, A. 

l>ROBLiME XIV. 

Construire un rectangle dqui^^alent a un carri dormi 
C, et dont les cdtis adjacerUs f assent une somme 
donnie AB. 

Sur ABf comme diametre, decrivez 
une demi-circonference ; meucz paral- 
lelement au diametre la ligne ED a une 
distance AD egale au c6te du carre 
donne C. Du point E, ou la parallele 
coupe la circonference, abnisse^ sur le 
B diamtoe la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les c6tes du rectangle cherche. 

Car leur somme est egale a ,AB; et leur rectangle 
AF X FB est egal au carre de EF, ou au carre de AD; 
done ce rectangle est equivalent au carre donne C. 

Scolie. n faut, pour que le probUme soit possible , que 
la distance AD n'exc^de pas le rayon , c'est-a-dire que le 
c6te du carre C n'excede pas la moitie de la ligne AB. 
^ Done de tons les rectangles dans lesquels la somme des 
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G6tes adjacents eist egale a une ligne donnee AB, le rec- 
tangle inaximum est le carre construit sur la moitie de AB. 

PROBL^ME XV. 

Construire un rectangle iquwalent a un carri C, 
et dont les cotds adjacents aienJt entre eux la diffe- 
fence donnie AB. 

Sur la ligne donnee AB , comme dia- 
metre , decrivez nne circonference ; a 
rexAremite du diametre, menez la tan- 
gente AD egale au c6te du carre C : par 
le point D et le centre O tirez la secante 
Y DF : je dis que DE et DF seront les cotes 
adjacents du rectangle demande. 

Car, I** la difference de ces cotes est 
egale au diametre EF ou AB ; a* le rectangle DE X DF 

est egal a AD ; done ce rectangle sera equivalent au carre 
donne C. 

Ce probleme et le precedent donnent la construction geo- 
metrique des racines d*une equation du second degre, dont 
les racines sont reeUes. 

PROBLEME XVI. 

Dwiser une ligne AB en moyenne et extreme raison, 
cest-a-dire en deux parties telles que la plus grande 
soit mqjrenne proportionnelle entre la ligne entiire et 
t autre partie. 

A Textrteiite B de la ligne AB ele- 
Vez la perpendiculaire BC egale a la 
moitie de AB; du point C, comme 
centre, et du rayon CB decrivez une 
circonference , tirez AC qui coupera 
la circonference en D, et prenez AF 
= KD ; je dis que la ligne AB sera divisee au point F de la 
maniere demandee. 

8 
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En effet, prolongez AC jusqu'a ce qu*elle rencontre de 

nou^eau la circonference en E; la ligne AB etant tangente, 

on a la proportion 

AE_AB 

A9 — AB AB — AD 

-AB-=— AD— 
Or AB = DE, on a done AE — AB — AD «= AF; ona 
aussi AB — AD = AB — AF = FB; 
Done, enfin on a la proportion 

AF_ FB 

ab~af' 

On presente souvent Tenoned de ce probleme, sous cette 
forme plus g^nerale : 

Transfer sur la droUe indifinie qui joint deux points 

k et^y un point tel que sa distance au point A soit 

moyenne proporiionnelle entre sa ^distance au point B 

et la distance AB. 

II est evident 

quelepointFob- 
tenu par la cons- 
tri/ction prece- 
dente, est una 
^ premiere solu- 
tion du probleme. 

Je dis de plus qu'on aura une seconde solution , en pre- 
nant a gauche du point A une longueur AF egale a AE. 

17 ir 1 . AE AB 

En ettet, la proportion -jo = Tn' 

AE + AB AB4-AD 

donne — : = r^ 

Ah AB 

Or AE = AFAE-hAB = FlB, 

et AB + AD = DE + AD = AE = AF. 

On a done la proportion 

FB_AF 
AF~ AB* 
Scolie, Soit AB = a, on a AF = AD = AC — CD. 
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Or AC^ v/abVbc'=v/77?=V/— =-l^' 

4 4 ^ 

CD = -, done AF = - 1^^— - = - (]y& — i). 
On a aussi AF = AC 4- CE, 



ou 



bienAF = ^l^^+^ = -(l^T4- i> 



PROBLEMS XVII. 



Construire un cercle passant 
par deux points kethy et tan- 
gent a un cercle donndO. 

Supposons le probleme resoln , 
et par le point de contact M des 
deux circonferences , menons la 
tang^ente commune MT ; tirons la 
droite AB jusqu'a la rencontre de 

MT; enfin ayant choisi un point quelconque C 8ur la cir- 

conference O , menons la droite TCD. 

En vertu du theoreme XXXIV du livre III, 




on a 



MT = TB X TA, 

■a 



et MT = TDxTC, 

d'oik TB X TA= TD X TC. 

On en deduit facilement que les quatre points B, A, G, D, 
sont sur une mdme circonference. 

Done si Ton construit le cercle qui passe par les points 
B, A, Gy qui sont connus, le second point d'intersection de 
ce cercle avecle cercle O sera le point D. 

Tirant les droites BA, DG , leur point d'intersection don- 
nera le point T ; on m^nera alors par le point T une tan- 
gente k la circonference O, ce qui determinera le point M ; 
le centre E du cercle demande sera determine par la ren- 
contre de la droite OM et de la perpendiculaire elevee sur 
le milieu de AB ; par le point T on pent mener une se- 

8. 



Il6 GEOMJCTRIE. 

conde tangente TM' a la circonference ; a Taide du point 
M', on determinera le centre F d'un second cercle qui 
passerait par les points A et B, et qui toucherait le cercle 
O en Tenveloppant. 

La solution du probl^me serait absolument la meme si les 
deux points A et B etaient d^i^s Tiuterieur du cercle 0. 

Le probleme serait impossible, si Tun des deux points 
donnes etait exterieur au cercle, et Tautre dans rmterieur. 
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LIVRE IV. 

LES POLYGONES RfiGUUERS ET LA MESURE DU CERCLE. 



DEFINITIONS. 




I. Un polygone qui est k la fois equiangle et equilateral , 
s*ajife\le poljrgone regulier. 

II y a des polygones reguliers de tout nombre de c6tes. 

Gar, si Ton concoit une circonference 
divisee en m parties egales, et qu'on 
joigiie par des droites les points de di- 
^ vision consecutifs A, B, C. . . , on formera 
un polygone de m c6tes qui seront tous 
egaux, commc sous-tendant des arcs 
egaux ; de plus les angles A. , B , G, se* 
ront egaux comme angles inscrits qui sous-tendent des por- 
tions egales de la circonference. 

Le triangle equilateral est le polygone regulier de trois 
c6tes, le carre celui de quatre , et ainsi de suite. 

II. Une circonference etant divisee en m parties egales, si 
Ton joint les points de division consecutifs, on foime le 
polygone regulier convexe de m c6tes. 

Maintenant, si Ton joint les points de division de n en Uj 
et que n soit premier avec m, je dis qu^on ne retombera 
sur le point dc depart qu'apres m operations. 

En effet, si Ton designe par C la circonference. Tare sous- 

tendu par cliaque corde sera egal a — ; or pour qu'en por- 

fflr 

tant cette corde sur la circonference , on retombe au point 

de depart , il faut que Tare — repete un certain nombre de 

//* 

fois or, donne un nombre entier de circonferences. 



ii8 
On aura done 

on (i) 
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nCx 



m 



= Kc ( A' etant un nombre entier), 



nx 
m 



K; 



or K devant etre entier, et n etant premier avec w, x devra 
etre un multiple dem ; done msera la pluspetite valeur dc x. 

La figure ainsi formee est un polygone regulier etoile. 
Tons ses edtes sont egaux, et il e$t faeile de reeonnattre que 
les angles formes par deux e6tes eonseeutifs, sont tons 
egaux. 

Remarquons eneore que Ton obtient la meme figure en 
joignant les points de division de n en riy on de m — n en m — n, 
II en resulte que Ton aura tous les polygones reguliers de 
m e6teSy en eherehant tous les nombres a partir de i, qui 



m 



sont premiers avec /7t, et qui sont moindres que — 

Si Ton suppose aetuellement que m et n aient un facteur 
commun a, et qu'on ait n = n'a m = m'a, Tegalite (i) de- 

r t 

tl OLJC 11 X 

viendra — r- = K ou — r = K (2) . Cette derniere egalitc 

mv. m ^ ' ^ 

prouve qu'en donnant a j: la valeur m on retombera an 
point de depart , et qu'on obtiendra ainsi un polygone re- 
gulier de ni c6tes. 

Appliquons ees notions a quelques exemples. 

1* Supposons la eireonferenee partagee en 5 parties 
egales. En joignant les points de division suceessifs, on a 
le pentagone regulier eonvexc. En joignant les points de di- 
vision de 2 «n a, on ne retombera sur le point de depart 
qu'apres einq operations , puisque a est premier avee 5. On 
a ainsi le pentagone regulier etoile. 

2* La eireonferenee etant partagee en 10 parties egales, 
on obtient le deeagone legulier convej^ en joignant les 
points de division eonseeuiifs; et le deeagone regulier 
etoile 9 en joignant les points de division de 3 en 3. 

3^ La eireonferenee etant divisee en 1 5 parties egales , 
on obtient le pentedeeagone regulier eonvexe en joignant 
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les points de division consecutifs, pais trois pentedecagoues 
reguliers etoiles en joignant les points de division, de a 
en a,de 4 en 4» et de 7 en 7. 

Ul. On appelle ligne brisee reguliere une ligne polygb- 
nale qui a ses c6t^s egaux et ses angles egaux. 

Une ligne brisee reguliere ne fait pas toujours partie 
d'an poljgone regulier complet; mais elle joult de quel- 
ques-unes des proprietes des polygones regullers. 

PROPOSITION PREMIME. 

THI&OREMB. 

Deux polygones riguliers dim 
mime nombre de cdtis sont deuxfigU" 
o res semblables. • 

Solent ABCDEFy abcdefj deux poly- 
gones regullers de n c6tes. La somme 
des angfles interieurs est egale a 2n — ^4 9 
dans Tune et Tautre figure. Les angles 
A et a ont done pour valeur com- 

an — 4 r ., 

mune -< , et sont egaux; il en est 

n 

de meme des angles B et i^ C et c, etc. 

De plus , puisque par la nature de ces polygones les c6tes 

AB, BGy CD, etc., sont egaux, ainsi que ab, be, cd, etc., il 

est clair qu^on a les proportions 

AB BC^CD. 

cJ} be cd 

done les deux figures doQt il s'agit ont les angles egaux 
et les cotes homologues proportionuels ; done elles sont 
semblables. 

CoroUaire. Les perim^tres de deux polygones regullers 
d'un meme nombre 'de cotes sont entre eux comme les 
c6tes homologues, et leurs surfaces sont comme les carres 
de ces memes cdt^s. 




» r 
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PROPOSITION II. 

THEORiME. 

Tout polfgone rdgulier pent etre inscrit dans le 
cercle , et pent lui etre circonscrit. 

Soil ABODE, etc., le polygone dont il 

s'agit; imaginez qu'on fasse passer une 

circonference par les trois points A, B, C; 
^D soil O son centre , et OP la perpendicu- 

laire abaissee sur.Ie milieu du cote UC; 

joignez AO et OD. 

Le quadrilatere OPCD et le quadrilatere 
OPBA peuvent etre superposes : en effet le c6te OP est com- 
mun, Tangle OPC = OPB, puisqu'ils sont droits; done le 
cdte PC s'appliquera sur son egal PB, et le point C tombera 
en B. De plus , par la nature du polygone , Tangle PCD = 
PBA, done CD prendra la direction BA; et puisque CD = 
BA, le point D tombera en A, et les deux quadrilateres coin- 
cideront entierement Tun avec Tautre. La distance OD est 
done egale a AO, et ^ar consequent la circonference qui 
passe par les trois points A, B, C, passera aussi par le 
point D : mais, par un raisonnement semblable , on prou- 
vera que la circonference qui passe par les trois sommets 
B, C, D, passera par le sommet suivant E, et ainsi de 
suite ; done la meme circonference qui passe par les points 
A, B, C, passe par tons les sommets des angles du poly- 
gone , et le polygone est inscrit dans cette circonference. 

En second lieu, par rapport a cette circonference, tous 
les cdteslAB, BC, CD, etc., sont des cordes ^gales; elles 
sont done egalement eloignees du centre; done, si du 
point O, comme centre, et du rayon OP, on decrit une 
circonference , cette circonference touchera le c6t6 BC et 
tous les autres cotes du polygone , chacun dans son milieu, 
et la circonference sera inscrite dans le polygone , ou le 
polygene circonscrit a la circonference . 
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Scolie I. Le point O, centre commun du cercle inscrit 
et du cercle circonscrit, est nomme le centre du polygene ; 
et par cette raison on appelle angle au centre Tangle AOB 
forme par les deux rayons menes aux extremites d'un m^me 
cote AB. 

Puisque toutes les cordes AB, BC, etc., sont egales, il 
est clair que tous les angles au centre sont egaux, et qu'ainsi 
' la valeur de chacun se trouve en divisant quatre angles droits 
par le nombre des c6tes du polygone. 

Scolie II. La demonstration du theor^me precedent etant 
fondee uniquement sur ce que les cdtes successifs AB, BC, 
CD, sont egaux et forment entre eux des angles egaux, 

s'applique necessairement a une ligne 
brisee reguliere. 

Ainsi toute ligne brisee reguliere 
ABCDE est inscriptible dans un cercle, 
et est circonscriptible a un autre cercle 
ayant le meme centre que le premier. 

PROPOSITION m. 

PROBLiME. 

Inscrire un carri dans une circonference donnie. 

Tirez deux diametresAC, BD, qui se 
coupent a angles droits; joignez les extre- 
mites A, B, C, D, et la figure ABCD sera le 
carre inscrit: carles angles AOB, BOC, etc., 
etant egaux, les cordes AB, BC, etc., sont 
egales. 

Scolie. Le triangle BOC etant rectangte et isocele , on a 

BC_l/7. 
BO T"' 

done le cote du carre inscrit est au rayon comme la racine 
carree de 2 est a Vuniti* 
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PROPOSITION IV. 

PROBIiiME. 

Inscrire un hexagone rigulier et un triangle iqui- 
lateral dans une circonfirence donnee. 

j^ ^T > Supposons le probleme resolu, et soil 

AB un c6t6 de Thexagone inscrlt; si on 
xnene les rayons AO , OB , je dis que le 
triangle AOB sera equilateral. 

Gir Tangle AOB est la sixi^me partie 
de quatre angles droits ; iatinsi , en pre- 
nant Tangle droit pour unite, on aura AOB == J := | : les 
deux autres angles ABO, BAO, du meme triangle valeut en- 
semble a — I ou J, et comme ils sont egaux , chacun d'eux 
= |; done le triangle ABO est equilateral, doiic le c6te de 
Thexagone inscrit est egal au rayon. 

n suit de la que, pour inscrire un hexagone regulier dans 
une circonference donnee , il faut porter le rayon six fois 
sur la circonference, ce qui ramenera au meme point d'ou 
on etait parti. 

L'hexagone ABCDEF etant inscrit, si Ton joint les som- 
mets des angles alternativement , on formera le triangle 
equilateral ACE. 

Scolie. La figure ABCO est un parallelogramme, et meme 
un losange, puisque AB = BC = CO = AO; done la 

somme des carres des diagonales AC + BO, est egale a la 

somme des carres des cotes, laquelle est 4 AB ou 4 BO ; 

retranchant de part et d'autre BO, il restera AC = 3 BO , 

J AC"" 3 AC I/3T 

done zzzir == - ou =r^ = > 

BO I BO I 

done le cote du triangle equilateral est au rayon comme la 
racine carree de 3 est a Vunite. 
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PROPOSITION V. 

PROBLl^ME. 

Inscrire un ddcagone rigulier dans un cercle. 

Supposons le probleme resolu, et soil 
AB un c6te du decagone inscrit; Tangle 
au centre AOB est egal a -j^ ou f ; la 
somme des angles OBA , OAB est done 
^ egale a 2* — | ou f, etipar consequent 
^jf^^"^ chacun d'eux vaut ~. 
Menons la bissectrlce BM de Tangle OBA; le triangle 
MOB est isocele, pulsqueies angles MOB, OBM, valent 
chacun |; et Ton a OM = MB. Le triangle BiVM est aussi 
isocele ; car Tangle MBA etant egal a f , et Tangle BAM a y, 
le troisi^me angle AMB vaut necessairement \. 
Ainsi, AB = BM=MO. 

F fi • BO MO 

Enfin on a rT = am' * 18. 3 




ou bien 



BA AM 
AO OM 



OM AM 

On Yoit done que le rayon AO est divise au-point M en 
moyenne et extreme raison, et que le plus grand segment 
OM est egal au c6te du decagone inscrit. 

Remarque I. Le c6te du decagone inscrit dans un cercle 
dont le rayon est R, est egal a 

a 

Remarque U. La circonfer€;nce etant diviseeen 10 parties 
egalesy aux points B, A, K, I, H, etc., si Ton prolonge la 
droite BM jusqu'a sa rencontre avec la circonference, je dis 
que le point de rencontre sera Textremite de la 3* divi- 
sion a partir du point B. 

En eiTet, le triangle OIB etant isocele, et Tangle OBI etant 
egal a |, Tangle OIB est aussi egal a |, done Tangle lOB est 
egal k |, c'est-a-dire a 3 fois Tangle AOB. 
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La droite BI est par consequent le c6te du decagone re- 
gulier etoile. 

Pour evaluer le c6te de ce decagone en fonction da 

rayon, reinarquons que dans le triangle OIM, Tangle lOM 

= ^, que Tangle OMI est aussi egal a j, et que par suite 

IM = OI = R. 
On a done 

BI=R+MB=R4-AB=Rh--(1/§— i)=-(U^+i). 

Le c6te du decagone regulier etoile s'obtient done en di* 
visant le rayon en moyenoe et extreme raison , et en pre- 
naut le segment qui correspond a la seconde solution du 
probleme. 

PROPOSITION VI. 

PROBL&ME. 

Jnscrire unpentagone rigulier dans lui cercle. 

La circonference etant divisee en lo parties egales, si 
Ton joint les points de division de a en 2, on formera le pen- 
tagone regulier inscrit. ' 

Pour calculer le cote de ce pentagone en fonction du 
rayon, je vais demontrer que le cote du pentagone regulier 
est Vhypotinuse d^un triangle rectangle qui a pour cotes de 
V angle droit le rayon du cercle et le coti du decagone re- 
gulier. 

En e(Tet AB etant le c6t^*du decagone 
regulier insciit, prolongeons AB jusqu'en 
C, de sorte que AC = OA , puis du point 
C, menons la droite CD tangente a la cir- 
conference. / 

Je dis que CD est egale a AB. Car on 

a d'une part CD = AC X BC, et puisque AB est leplusgrand 
segment du rayon divise enmoyenne et extreme raison, on a 

AB^'ssACxBC; 
done CD = AB. 
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Je dis en second lieu que OC est la longueur du c6le du 
pentagone reguller inserit. 

En efFet le cerclc decrit du point A comme centre avec 
AO comme rayon , passe par le point G, et est egal au cercle 
donne ; et dans ce second cercle , Tangle OAC , etant egal 
a -J-, OC est le c6te du pentagone regulier inscrit. 

Enfin, si Ton joint OD , on voit que OC est Thypotenusc 
d'un triangle rectangle ayant pour cotes de Tangle droit le 
rayon du cercle et le cote du decagone regulier. 

On aura done 



— a 



OC = OD -H DC = R V ^ (Ix^ — i)'= ^ (i o —2 1/5), 



d'ou 



OC == ly/io — 2l/5. 




Remarque. La circonference etant di- 
visee en 5 parties egales, si Ton joint les 
points de division de 2 en 2, on formera 
le pentagone regulier etoile. 

Pour calculer le cote AC de ce pen- 
tagone , menons le diametre AH, et joi- 
gnons HC. 
Dans le triangle rectangle ACH, on a 



— 2 — a 
AC = AH- 



HC. 



Or 



R 



AH = 2 R e t HC = — (l/T— I ) ; 



on a done AC = 4R — 7 (6 — ^ KS) = | (10 + 2 l/s)- 

On pent verifier que le carre de ce c6te est egal au carre du 

rayon, plus au carre du c6te du decagone regulier etoile. 

a 

En effet rV j(l/54- i)'= "I (10 -h 2 |/5); 

done le c6te du pentagone regulier etoile est Thypotenuse 
d'un triangle rectangle ayant pour c6tes de Tangle droit le 
rayon du ccrde et le c6te du decagone regulier etoile. 
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PROPOSITION VII. 

' PROBLiME. 

Inscrire dans un cercle un pentidicagone rigulier. 

AB etant toujours le c6te du decagone 
r^gulier, soil AL le c6te de Thexagoue ; 
alors Tare BL sera par rapport a la cir- 
conference, | — tV ^^ tV » ^o°c la corde 
BL sera le c6te du pentedecagoue re- 
gulier. 
B Pour calculer le cote de ce polygone 

en fonctlon du rayon , menons le diametre AOC , et tirons 
les droites CL, CB. 

Dans le quadrilatere inscrit ABLG, on a 

ACxBLh-CLxAB = ALxCB. (i) 
Designons BL par x, et AG par 2R. On voit que CL est le 
c6te du triangle equilateral inscrit ; 

on a done CL = R ]/^. 

AB est le c6te du decagone rcgulier, par consequent 

Enfin CB represente le cote du pentagone regulier etoile, 

done CB=-V/^^^-^J^5. 

Remplacant les lignes qui entrent dans Tegalite (i) par 
leurs valeurs , ibvient 

2RarH-Rl/3x-(l^— i)=RX-\/io+a|/5, 



Remarque. La circonference etant divisce en i5 parties 
egales, on obtient les trois pentedecagones reguliers etoiles, 
en joiguant les points de division de 2 en 2, de 4 en 49 ou 
de 7 en 7. 

On pourrait aussi calculer les c6tes de ces polygones au 
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moyen do la propriety du quadrilatere inscrit, employed 
prcce'demment; mais ces valeurs qui sontfort compliquees 
n'tffiriraient aucun interet. 

Scolie. Un polygene regulier etant inscrit , si on divise 
les arcs sous-tendus par ses c6tes en deux parties egales, 
ct qu^on tire les cordes des demi-arcs, celles-ci formeront 
un nouveau polygone regulier d'un nombre de cdtes 
double : ainsi on voit que le carre peut servir a inscrire 
successivemcnt les polygenes reguliers de 8, 16, 32, etc., 
c6tes. De m^me Thcxagone servira a inscrire les polygenes 
reguliers de la, ^4; 48» etc., cdtes; le decagone, les poly- 
genes de 20, 4o, 8e, etc., cdtes; le pentedecagene , des 
polygenes de 3e, 6e, 120, etc., c6tes (i). 

PROPOSITION VIII. 

"^ PROBLBME. 

Etant dormi le polygone rigidier inscrit A BCD, e/c, 
circonscrire ' a la meme circonfirence un polygone 
semblable. 

Au point T, milieu de TarcAB, 
menez la tangente GH , qui sera pa- 
rallele i AB; faites la niSme chose 
^M au milieu de chacun des autres arcs 
BG, CD, etc., ces tangentes forme- 
ront, par leurs intersections, le poly- 
K ^^Q.^^ X gone regulier circonscrit GHIK, etc. , 

semblable au polygone inscrit. 

11 est aise de voir d'abord que les trois points O, B, H, 
sent en ligne droite, car les triangles rectangles OTH, 

(1) On a cru longtemps que ces polygenes etaient les seuls qui pussent ^trt 
inscrits par les proced^ de la geometrie elementairey ou, ce qui revient au 
m^me, par la r^olution des equations du premier et'du second degr^ : mais 
M. Gauss a proune, dans un ouvrage intitule DuquUltiones Arithmeticm, lAptue^ 
1801, qu*on peut inscrire par de semblables moyens le polygone riguUer de 
dix-sept c6tes9 et en general celui de 2'*-^! c6t&, pourvu qpe 2n4~l ^^^ 
up nombre premier. 
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OHN, ont rhypotenuse commune OH, et le cdtc OT = ON; 
done ils sonl egaux ; done Tangle TOH = HON, et par con- 
sequent la ligne OH passe par le point B , milieu dc Tare 
TN : par la m^me raison, le point I estsur le prolongement 
de OC , etc. Mais , puisque 6H est parallcle a AB , ct HI ^ 
EG, Tangle GHI = ABC ; de m^me HIK = BCD, etc. ; done les 
angles du polygene eirconserit sent egaux a ceux du poly- 
gone inscrit. De plus, a cause de ces m^mes parall^les, on a 

GHOH HI_OH. 

AB~OB ^^ BC~0B' 
, GH HI 

^^°" AB = BC 

Mais AB = BC, done GH = HI. Par la m^me raison, 
HI = IK, etc.; done les c6tes du polygene eirconserit sont 
egaux entre eux ; done ce polygene est regulier et sem- 
blable au polygene inscrit. 

Corollaire I. Rcciproquement, si on donnait le poly- 
gone eirconserit GHIK, etc., et qu'il falliit tracer par son 
moyen le polygene inscrit ABG, etc., on voit qu'il suffirait 
de mener aux sonmiets G, H, I, etc., du polygene donne 
les lignesOG, OH, etc., qui reneontreraient la ciroonfe- 
rence aux points A, B, C, etc., on joindrait ensuite ces 
points par les cordes AB, BC, etc. ; qui formeraient le po- 
lygene inscrit. On pourrait aussi, dans le meme cas , join- 
dre tout simplement les points de contact, T, N, P, etc., 
par les cordes TN, NP, etc., ce qui formerait egalement 
un polygene inscrit semblable au eirconserit. 

Corollaire II. Done on pent circonscrire a un cercle 
donne tons les polygenes reguliers qu*on sait inscrire dans 
ce cercle , et reciproquement. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME . 

L'aire (tun poljgone rdgulier est igale a son pin- 
metre multiplie par la moitid du rayon du cercle inscrit. 
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Soil, par exemple, le polygene re- 
gulicr GhiK, etc., le triangle GOH a 
pour mesure GH X ^ OT, le triangle 
OHI a pour mesure HI X ^ ON : mais 
ON = OT; done les deux triangles 
reunis ont pour mesure ( GH -+- HI ) 
X ^ OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles, on verra que la somme de tous les trian- 
gles , ou le polygone entier, a pour mesure la somme des 
bases GH, HI, IK, etc., ou le perimetre du polygone, mul- 
tiplie par ^ OT, moitie du rayon du cercle inscrit. 

Scolie. Le rayon du cercle inscrit OT n'est autre chose 
que la perpend iculaire abaissee'du centre sur un des c6- 
tes; on Tappelle quelquefois Va/^oMe///^ du polygone. 

PROPOSITION X. 

THEOREM E. 



Les pirimetres des polfgones rdguliers dun meme 
nomhre de cotis sont comme les rayons des cercles 
circonscrits y et aussi comme les rayons des mercies 
inscrUs; leurs surfaces sont comme les carris de ces 
mimes rayons. 

Soit AB un c6te de Tun des po- 
lygenes dont il s'agit , O son cen- 
tre, et par consequent OA le rayon 
du cercle circonscrit, et OD, per- 
pend iculaire sur AB, le rayon du 
cercle inscrit; soit pareillement ab 
le c6te d'un autre polygone sem- 
blable, a son centre , oa et od les 
rayons des cercles circonscrit et inscrit. Les perimetres des 
deux polygenes sont enlre eux comme les cotes AB et ab 
mais les angles A et a sont egaux, comme etant chacun moi- 
tie de Tangle du polygone; il ^n est de meme des ungles 
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B el b; done Ie& triangles ABO, abo, sont semblables, amsi 
que les triangles rectangles ADO, ado ; done 

AB_ AO _D0 

ab ao do 

done les perimetres des polygones sont entre eux comme 
les rayons AO, aOy des cercles circonscrits, et aussi coinme 
ks rayons DO, do, des cercles inscrits. 

Les surfaces de ces memes polygones sont entre elies 
comme lescarres des c6tes homologues AB, ab\ elles scut 
par consequent aussi comme les carres des rayons des 
cercles circonscrits AO, ao, ou comme les carres des 
ravons des cercles inscrits OD, od, 

DEFINITIONS. 

I. On appelle quantite variable une quantite qui prend 
successivement differents etats de grandeur. 

II. On appelle limite une grandeur fixe dont une quan- 
tite variable pent approcher d'aussi pres qu'on veut sans 
pouvoir I'atteindre. 

III. L'aritbmetique et la geometric presentent de nom- 
hreux exemples de qnantites variables , et de limites vers 
lesquelles tendent ces variables. 

On sait, par exemple , que Tangle d'un polygone regu- 
lier de m c6tes a pour valeur 

m m 

Or, si Ton suppose que le nombVe des c6tes croisse jus- 
qu'a rinfini , on voit que la valeur de Tangle augmentera ; 
et comme on pent prendre m assez grand pour que la 

fraction — soit plus petite que toute quantite donnee , on 

en conclut que les valeurs successives de Tangle du poly- 
gone regulier auront pour limite deux droits, 
j^ c c' c" D ^® meme, si Ton prend le nii- 

I ^' 4 \ I ]jg^ ^ d'une droite AB, puis le mi- 
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lieu c de cB, et ainsi dc suite, les lignes Ac, Ac , Ac" 

auront pour limite AB. 

Et Ton pourrait multiplier les exemples a Tinfini. 

IV. II est evident que si les facteurs a, i, c, d'un pro- 
duit out pour limiles A, B, C, le produit a X 6 X c aura 
pour limite A X B X C. 

V. Soit ABCD un polygone ins- 
crit dans une circonference ; le pe- 
rimdtre de ce polygone est moindre 
que la longueur de la circonference, 
car chaque c6te est plus petit que 
Tare correspondant. Prenons sur 

les arcs AB, BC, GD^ des 

^^"~^ points de division F, G, H, E, et 

tirons les cordes AF, FB, BG, nous aurons inscrit 

un second polygone d'un peri metre plus grand que le 
premier ; si nous prenons de nouveaux points de division 
intermediairefi , nous aurons un troisi^me polygoae d'un 
perimetre encore plus grand; et ainsi de suite. 

Les perimetres de ces polygones successifs vont done 
en s'approchant de la longueur de la circonference , et 
nous admettrons comme une proposition evidente que, 
si le nombre des c6tes du polygone etait sufHsamment 
grand, la difference entre la longueur de la circonference 
et le perimetre du polygone serait moindre que toute 
quantite donuee; ou, en d'autres termes, que 

La longueur de la circonference est la limite Ders la^ 
quelle tend le perimetre (Tun polygone inscrit, dont le - 
nombre des cotes croit indifiniment. 

On reraarque aussi que les surfaces des polygones suc- 
cessifs qui sont toutes moindres que la surface du cercle , 
en different de moins en moins ; et, si Ton admet que la 
difference puisse devenir moindre que toute grandeur 
donnee , on en conclut que 

Uaire du cercle est la limite de Vaire d'un polygone ins- 
erit^ dont le nombre des cotes croit indefiniment, 

9. 
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VI. II resulte evidemmeiit de ce qui vienl d'etre dit que 
toute propriele qui aura lieu pour Ic pcrim^tre ou la sur- 
face d'un polygoue inscrit, quel que soil le nombrc de ses 
cdtes , s'appliquera a la longueur ou a la surface du cercle. 

Ainsi, par exemple, le perimetre de tout 
poly gone inscrit dans un cercle etant moin«> 
dre que le perimetre d'un polygone envelop- 
pant la circonfereuce , on en conclut que la 
longueur de la circonference est elle-menie 
plus petite que le perimetre de tout polygone enveloppant. 
ji Lorsqu^on inscrit dans un cercle des po- 

lygones reguliers dont le nombre des cotes 
va en croissant , les apoth^mes augmeuteut , 
puisque les c6tes des polygones devieuueut 
plus petits, et sont plus eloigncs du centre. 
En outre, ces apothemes ontpour limite le rayon du cercle. 
En efiet, soit AB le cote d'un polygone regulier inscrit, 
OG Tapotheme , et OB le rayon. On a, dans le triangle OBC, 
OB — OC < CB. 

Or CB, moitie de AB, pent devenir aussi petit qu'on vou- 
dra ; done, a fortiori, OB — OC pent devenir moindre que 
toute quantite donnee. 

PROPOSITION XI. 

THEOIUBME. 




i" Les circonfirences sont erUre elles comme leurs 
rayons. 

2® Les surfaces des cercles sont comme les carris 
des rayons. 

3 i' Inscrivons dans les circonferences dont 

les rayons sont OB et CA , deux polygones 
reguliers semhlahles. 

Soient P et/> les perlmetres de ces poly- 
gones: designons par R et r les rayons OB 
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et CA, et par C el c leurs circonferences, on 
aura * • lo. 

P_ R 

P~ r' 
Or cette proportion ayant lieu, quel que 
soit le nombre des cdtes des polygenes , s'appliquera ega- 
lement aux longueurs des circonferences, et Ton aura 

C R , . . 

7=7' vO 

2* Soicnt C, c\ les surfaces des memes cercles; S dt j, 
les surfaces de deux polygenes reguliers semblables ins- 
crits, on aura * • 

S_R\ 
s r 
et comme cette proportion est vraie, quel que soit le nom 
bre des cotes des polygenes, 

c r' 
Scolie. De Tegalite (i) on deduit aussi : 

C c 

aR ar 
Done le rapport d'une circonference a son diametre est*le 
meme pour toutes les circonferences. Ce rapport , qu'on 
designe ordinairement par tt, est incommensurable , et ne 
pent etre calcule qu^approximativement. Sa valeur en deci- 
males est. 

7c= 3,1410926535897932, etc.... 

Nous donnerons bientdt une methode elementaire pour 
calculer approximativement la valeur de t:. 

La connaissance du nombre tv permet d'evaluer la longueur 

d'une circonference dont le.rayon est connu ; car de Tegalite 

C . ' 

-=r= w on deduit C = 2TtR. 
2R 

Exemple, R = 18™, 35 ; en prenant pour « la valeur ap- 

procbee 3, 149 on a 

C=2x3,i4x 18,35== 115", 238o. 
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ilcmarque. Pour les applications numeriques , il est bon 
de connaitre la valeur de — • 

IT 

On a — = 0,3183098861837906. 

DEFINITIONS. 

On appelle arcs semblahleSy secteurs semblables, 
segments semblables, ceux qui repondenl a des angles 
au centre igaux. 

PROPOSITION xn. 

THBQRBME. 

B i*^ Les arcs semblables AB, DE, sont 
erUre eux comme les rajrons^fiCy OD, 

3<* Les secteurs semblables BCA, DOE, 
sont entre eux comme les carris dc ces 
rayons. 

arc BA C 

circ. AC 4' 
arc DE O 




♦18.: \/ i*Ona* — ^_. 



circ. OD 4^*'* 
Et a cause de Tegalite des angles G et O, 

arc BA circ. AC AC 

arc DE ~ circ. OD ~ OD' 
♦ ,8, 2* On a pareillement* : 
«^«- sect. ACB _ C^ sect. DOE _ O 

cere. AC "" 4^' ' cere. DO ~ 4'' 

— a 
sect. ACB cere. AC CA . 



d'oti 



sect. DOE . cere. DO qj^^ 
PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 



o> 



L aire du cercle est igale au produit de sa circonfi- 
rence par la moitii du rayon. 
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Dans le cercle dont le rayon est OA, ins- 
crivons un polygene regulier. Soil P le peri- 
metre de ce polygone, et S sa surface ; on a : 

S = P X ^ OC. 
Or Taire d'un cercle est la limite des aires 
des polygenes reguliers inscrits dont le norabre des c6t6s 
oroit indefiniment ; on aura la mesure du cercle en clier- 
chant vers quelle limite tend le produit P X J OC. Or P a 
pour limite circ. OA, et OG a pour limite OA; done 
surf, cercle OA = circ. OA X i OA. 
Remarque. Representons par R le rayon du cercle , on 
a circ. R = a'^R. Done 

surf. cere. = 27cR X — = wR . 

Application. Soit R = 3", et prenons ir = 3,i4i5, on a 

surf. cere. == aS"*"-, 2735. 

Corollaire. La surface d un secteur est 
egale a Tare de ce secteur multiplie par la 
moitie du rayon. 

Gar le secteur ACB est au cercle entier 
comme Tare AMB est a la circonference en- 
tiere ABD/, ou comme AMB X i AG est a * 18. 

/^BD X — . Mais le cercle entier a pour mesure ABD X 

* AG ; done le secteur AGB a pour mesure AMB X ^ AG. 
"^ Remarque I. Dans les applications numeriques on donne 
le rayon R du cercle , et le nombre de degres n de Tare 
AMB. Pour determiner la longueur x de Fare correspon- 
dant a n degres , on posera la proportion 

X n 

27rR 36o 

d'od ^ = 27rR X ^• 

La surface du secteur a done pour inesure 

,,RX^x5 ou -RX3^. 
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jippUcation. Soit R = la", et n = 6o*, 

on a : sccteur = — ^-r = a4ic = ^5 " * , 0900. 

Remarque II. La surface d'un segment cir- 
culaire AJVIB est cgale a la surface du secteur 
circulaire OAMB, diminuee de la surface du 
triangle AOB. 

Or secteur OAMB = wR' x -oir-' 

obo 

Quant au triangle AOB, on ne pent evaluer sa surface au 

nioven dela geometric elementaire, qu*autant que le nombre 

de degres n correspond a Tun des polygones rcguliers 

qu'on sait inscrire ; autrement il faut recourir a la trigono- 

mctrie qui donne , 

2 

T^ AH/TT* T>1 ^ R Sm. 71 

Done segment AMB = ttR' x -rr? • 

^ 3oo 2 

Application, Soit AC = 12", etsupposons que Tare AMB 

renferme 6o'. Pour trouver la longueur de cet arc, on 

posera la proportion ^ 

arc AMB 60 

27rR 36o 

jt < Aiiyrn STcR X 6o Tt.R IT. 1 2 

d ou arc AmB = — ^ =s — ^ =p — 5 — = 4*; 

on a done sect. ACB = 4^? X 6 = 2^tz = 75"-'*,3q6o. 



PROBLEMES SUR LES POLYGONES . REGULIERS; DETERMINATION 
DU RAPPORT DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRB. 



PROPOSITION XIV. 

PROBLEMS. 

Connaissant le cod AB d un poly gone ri^ulier inscrit^ 
et le rajon OC du cercle , calcider le cdti AC du po" 
lygone rigulier inscrit dun nombre de cdtes double. 
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Soicnl AB = a, OC = R et AC = c ; 
tiroas AD et AO, on a dans le triangle rec- 
tangle CAD : 

AC'= CD X CI, ou c' = 2R X CI; 
or CI = CO— 01 = R — 01; 

d'ailleurs on a dans le triangle rectangle AOI 

o[ = \/r' - aI = \/r' _ < 




done 



CI=R— \/r' — ^, 

4 



(0 



et par suite . c' = aR X (r — V R' — j) 

Reciproqnement , on peut se proposer de calculer a 
connaissant c; et il faudra alors resoudre Tequation (i) 
par rapport a a ; on obtient ainsi : 



c'.(4R'-c') 

a = - — ^ — _ .. 



vc 



(=) 



Pour faire application de la formule (i) , supposoos que 
a soit le cote de Thexagone , et que par consequent a = R : 
on aura pour le c6te du dodecagone regulier inscrit : 

c^v/aR (r-V/r'_|) =\/»R'(i- ^)=RlX^;=i7f . 

Pour appliquer la formule (a), prenons c egal au cote 
du decagone, et clierchons le c6te du pentagone regulier. 



On a c = 



R(l^5-i). 



on en conclut : 



' R'(<^-^t-^) nR. R'(6-aK5) -| 

d'ou a = -\/io— al^5. 

a ' 

Remarque. En njoutaut le carre du rayon avec le carre 
du c6tc du decagone , on trouve que la soraine 
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est egale a — ^'^T^ ^ y c'esl-a-dire au carre du cote Ju 

pentagone regi lier. Ainsi Ton retrouve cette propriete dejd 
conniie:* 

Le cote du pentagone regulier inscrit est Vhrpotemise d'nn 
triangle rectangle qui a pour cotes de V angle droit le rayon 
' et le cote du decagone. 



PROPOSITION XV. 

PROBLi^ME. 

Connaissanl le c6te d'un polygone rSgulier et le 
rayon da cercle circonscrit, trower le cdte du poljf- 
gone circonscrit semblable. 
B M JF Solent AB = a, CA = R et EF == a:. 

La similitude des triangles ECF, ACB» 
dpnne la proportion 

EFCE 
AB "" CA' 

CE _ CM 
Mais on a aussi jrz- — "cd"' 

done , a cauge du rapport commun , 

EF CM 
^"" CD 

o" "^~CD' 

on a d'aiileui's dansle triangle rectangl e ACD 

CD= V/CA— AD = VK — j; 
X R 

done 




(') 



'^ \/lV-^; 

4 

2^R 

et par suite ^^\X^\V—re' 
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PROPOSITION XVL 



PROBLEME. 



S M 



Cormaissant le coti AB dun poljrgone 
/^ [5b ^\ regulier de m cotdSy et le rayon CA. du 

cercle circonscrit , trou\>er la surface de 
ce poljrgone. 
^ Soient AB = a, CA = R et S la surface 

du polygene. On a : 



Sz=znia X 



dope 



or CD 



S= 



maiy^K—a' 



Application. Cherchons la surface dej'hexagone regu- 
lier. Onaa=R, 7W = 6; done 

g _ 6R l^4R' — R' 3R'I^ 

4 ~ a 

Remarque, On pourrait aussi , au 
moyeti des memes donnees , calculer la 
'® surface du polygene regulier inscrit de 
am cotes. 

En effet, soit M le milieu de Tare AB, 
et tirons AM; la surface du polygene cherche (que nous 
designerons par S') se compose de aw triangles egaux a 
ACM. 




Or 



done 



2 4 



S' == 2m X 



R X « mRa 



4 2 

Cherchons, comme application , la surface du dodecagone 
regulier inscrit; on a 

6R' 
a=sR, m = 6, d'ou S' = = 3R\ 



'\ 



i4o 
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PROPOSITION XVII. 



PROBLBME. 



^/W ^ 


^D 


(\> 


C / 


\ ^ \ 


"■/ / 



£tarU donnas le rayon CD = R, 
et I'apothdme CA. = r dun polj- 
gone rdgulier, calculer le rayon R' 
et I'apotlidnie r' cTun polygone re- 
gulier isopirimetre dun nomhre 
double de cdtds. 
* Soil BD le c6le du polygone regii- 

lier donne , et C le centre de ce polygone. Prolongeons 
rapotlieme CA jusqu'a sa rencontre en I avec la circonfe- 
rence circonscrite , et tirons les droites BI, DI; BID sera 
Tangle au centre du polygone cherche, car il est la moitio 
de BCD. Si de plus on abalsse GR perpendiculaire sur BI , 
et qu'on mene K£ parallele a BD, K£ sera la moitle de BD, 
et representera le cote du nouveau polygone , IK en sera 
le rayon, et HI rapotheme. 

Or on a 



ou 



IH = i^ = ^ 
, R 



CA 



r 



{') 



Enfin, dans le triangle rectangle CKI, on a 



IK=ICxIH, ou R' = 1/r7=V RX^ 



■). 



(^) 



ScoHe, II est facile de Yoir, soit par la figure, soit par 
les formules, que r est plus grand que r, et qu*au contiaire 
R' est moindre que R ; de sorte que , dans le nouveau po 
lygone, la difference entre le rayon et Tapotheme est moin- 
dre que dans le premier. 

Si Ton transformait de la meme mani^re le second poly- 
gone en uu troisieme , puis le troisieme en un quatrieme, 
et ainsi de suite , on parviendrait a un polygone dans lequel 
!a difference entre le rayon et Tapotheme serait moindre 
que toute grandeur donnee . 
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En eflet, dans le triangle BGA, on a 

BC — CA<BA ou R — r<BA; 
mais BA est la moitie du c6te du polygene, et cc cdle peut 
etre rendu plus petit que tome grandeur donnee , quand on 
double indefiniment le nombre des cotes; done aussi 
R — r peut devenir plus petit que toute quantite assi- 
gnable. 

PROPOSITION XVIII. 

PROBLiME. 

Trous^er une vdleur approchee du rapport de la a'r- 
conference au diametre. 

On a, d'apres la definition w = — -^ — 9 (i) 

2R . ' 

cere. R 
el il a ete demontre en outre que ir = — .~ — . (2) 

De la resultent quatre methodes pour trouver la valeur 
de IT. 

Car, si Ton considere la formule (i), on peut, connais- 
sant la longueur de la circonference , calculer le rayon , ou 
bien, connaissant le rayon, chercher la circonference; et 
si Ton emploie la formule (2) , on peut se proposer, connais- 
sant le rayon, de trouver la surface du cercle, ou bien, 
connaissant Taire d'un cercle, de calculer le rayon. ' 

Nous exposerons les deux premieres methodes , et nous 
nous proposerons d'abord de calculer le rayon d'une 
circonference dont la longueur serait 4. 

Coustruisous un carre, et prenons le cote de ce carre 
pour unite, le perimetre sera 4- 

Soient R et r le rayon et Tapotheme de ce carre , on a : 

1/2 

R = — ^ , r = I . 

« 

Maintenant ce carre peut ^tre transforme en un oclogone 
rclgtilier de meme J)erihi6tre ; et^ en ii{>pliquhnt les formu-^ 
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les du probleme precedent, on iroutera pour le rayon ei 
Fapoth^me de cet octogone : 

On calculerait de meme les rayons R,, r^ du polygene 
regulier isopcrim^tre de 16 c6tes; ct en continuant ainsi 
on arriverait a un polygone dont le perimetre serait tou- 
jours 4» et dont les rayons R„, r„ differeraient d'aussi peu 
qu'on voudrait. 

Or les circonferences decrites avec R. et r„ sont Tune 
plus grande, Tautre plus petite que 4 ; Ic rayon de la cir- 
conference egale k 4 €st done compris entre R„ et r^, et 
pent etre obtenu avec telle approximation qu'on voudra. 

Si les rayons R„, r„ sont evalues en decimales, il est 
evident que les decimales communes appartiendront au 
rayon cherche. 

Voici le tableau des valeurs successives du rayon et de 
Tapotheme, dans les polygones de4, 8, 16 8192 cotes. 



NOMBRE 






. , 


APOTHfeMES. 


RAYONS. 


DBS CdT^S. 






4 


ri = 0,5000000 


Rt = 0,7071068 


8 


ri = 0^6035534 


Ri — 0,6532815 


16 


n.== 0,6284174 


Rt »= 0,6407289 


32 


n == 0,6345731 


R4 » 0,6376435 


64 


ri -= 0,6361083 


Ri =s 0,6368754 


128 


re = 0,6364919 


R« ^ 0,6366836 


256 


n = 0,6365878 


R7 = 0,6366357 


512 


rg= 0,6366117 


1 Rg = 0,6366237 


1024 


rs = 0,6366177 


h% B> 0,6366207 


2048 


rto=s 0,6366192 


Rio= 0,6366199 


4096 


rii= 0,6366195 


Rii= 0,6366197 


8192 


r]i=^0,6366l96 


Rii= 0,6366196 



Ainsi une circonference egale a 4 21 pour rayon 

0,6366196 d'oii il resulte que le rapport de la cir- 

conf(§rence au diam^tre, vapt 

40000000 — Q iXi^nofi 
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Archimede avail trouve ^ pour valeur approchee de ic; 
Melius a Irouve , pour le meme nombre, la valeur beau- 
coup plus approchee ^^. 

PROPOSITION XIX. 

PROBLiME. 

^tant donnas les pirim^tres p, P^ de deux poly- 
gones rigiUiers semblables inscrit et circonscrit a un 
meme cercle, calculer les pirimkres p\ P', des poljr- 
gones riguliers inscrit et circonscrit dim nombre 
double de cotes. 

Soienl AB, EF, les c6les des polygones 
donl les perimelres sonl /?, P, el soil m 
le nombre de ces c6les. Menons la corde 
AM , puis aux poinls A el B , conslrui- 
sons les langenles AP, BQ ; enfin lirons 
la droite PC; AM el PQ seronl les c6les 
des polygones inscril el' ciroonscril de 2//i c6les , donl les 
perimelres sonl p\ P'. Cela pose, on a 

P _ CE 
p~CA ou CM' 
et comme CP esl la bissectrice de Tangle ECM , on a aussi 

PE ;^ CE . 
PM "" Oil' 
done, a cause du rapporl comraun, 

P_ PE 

d'oa il resulle * 

P-f-/? _ EM 

up !iPM ou PQ' 
Mais les droites EM, PQ , sont conlenues 2m fois dans les 
perimelres P, F; done 

aPp 




up p p-hp 



(0 
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Pour calculer p, on remarquc que Ics deux triangles 
PMN, MAD, equiangles entre eux, sont semblables et 
donnent la proportion 

AMPM 
AD~MN* 
Mais les droites AM, AD, sont contenues a/Tz fois dans 
p eip; et les droites PM, MN, sont contenues 4^^ fois 
dans P eip'j done 

^ = ?1; d'oiip'=[yW7f. (a) 

p p 

Coroilcdre. Ces (brmules permettent d'evaluer le nom- 
bre IT avee telle approximation qu^on voudra ; car, si dans 
un eerie dont le rayon est Tunite lin^aire on inscrit et cir- 

consent deux carres dont les perim^tres seront W^ et 8, 
on pourra calculer par les formules (i) et (a) les perime- 
tres des octogones reguliers inscrit et circonscrit ; a Taide 
des octogones, on obtiendra les perimetres des polygones 
reguliers de i6 cdtes, et ainsi de suite. Or on saitque, dans 
celte suite d*operations , les perimetres des polygones s'ap- 
prochent indefiniment de la longueur de la circonfercnce ; 
on pourra done calculer celle-ci avec toute Tapproxima- 
tion desirable, ^t, en la divisant par a, on aura le uom- 
bre TT, 
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GEOMJ^TRIE PLANE. 



THfiORfiMES A DfiMONTRER. 




1. La figure qui a pour sommets les milieux des cdtds d'un 
quadrllatere, est un parail^iogramme. 

2. Si^ d'un poUnt pris dans Fint^rieur d'un triangle dquilaterav, 
on abaisse des perpendiculaires sur les trois c6t^^ la somme de 
ces perpendiculaires est constante. ( Examiner ca que devient le 
theor^me quand le point est ext^rieur au triangle. ) 

^ > 3. Par le point de contact A de deux 

cercles tangents^ on m^ne deux s^.cantes 
quelconques BB'^ GC : prouver que les 
droites BG, B'G' sont parallMes. 
4. Dans tout quadrilatere circonscrit 

0"^^ ^ B' Ji un cercle, la somme de deux c6t6s 

opposes est egale a la somme des deux autres. (La r^ciproque 
est vraie.) 

5. On suppose le cercle tangent aux 
deux c6t6s de Tangle A^ puis on m^ne une 
tangente BEG termin^e aux deux c6tes de 
Tangle : prouver, 1*» que le pdriOi^tre du 
triangle ABG est constant, quel que soit le 
pl>int de Tare MEN par lequel on m^ne 
la tangente ; T que Tangle BOG est cons- 
tant. 

6. Si on joint deux k deux les pieds des 
trois hauteurs d'un triangle , on forme un 
nouveau triangle dans lequel les bissec- 

tricesdes angles sont les hauteurs du premier triangle. 

7. Les pieds des hauteurs d'un triangle et les milieux des trois 
cotes sont sur une m^me circonference. 

8. £tant donne un quadrilatere, si Ton mene des cercles tan- 
gents k trois cotes consecutifs, les centres des quatre cercles qu'on 
obtient ainsi forment un quadrilatere inscriptjble. 

10 
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9. Les 'bissectrices des angles formes par les c6Us oppose 
d'un quadrilatere inscriptible se coupent k^ angle droit. 

10. Si d'un point queiconque du cercle eirconscrlt k un trian- 
gle, on abaisse des perpendiculaires sur les trois cot^s, les pieds 
de ces perpendiculaires sont en ligne droite. 

1 1 . On construit sur les deux c6tes AB. 
^/s^ BG d'un triangle ABC, les parallelogram- 

roes quelconques ABFE, BCDL ; on pro 
longe EF et LD jusqu'en 0, et on tire OB; 
enfin on construit sur AC un paralielo- 
gramme dont le c6t^ adjacent est ^gal ct 
parallele k OB : d^montrer que ce paral- 
lelogramme est equivalent h. la somme des 
deux autres. ( En deduire comme corse- 
quence le carr^ de Thypot^nuse. ) 

12. Les tniis hauteurs d'un triangle se coupent en un mSme 
point. 

13. Les lignes qui joignent les sommets d'un triangle aui milieux 
des c6t^s opposes se coupent en un m^me point. 

14. Le point de concours des hauteurs d'un triangle, le point de 
concoui^ des m^dianes, et le centre du cercle circonscrit, sont en 
ligne droite ; et la distance des deux premiers points est double de 
la distance des deux derniers. 

15. Si d'un point donne on mene h un cercle deux secantes 
perpendiculaires entre elles, la somme des carres des cordes sera 
constante. 

16. Lorsque trois cercles se coupent deux a deux, les trois cordes 
d*inter?oction se coupent an m^me point. 

. 17. Si du point A, milieu de I'arc BC, on 
m^ne les deux sdcantes AFD, AGE, les quatre 
points D, F, G, E, sont sur une mdme circon- 
ference. 

18. Lorsque trois cercles sont tangents deux 
k deux ,, les tangentes mendes aux points de 
contact se coupent en un m^me point. 

19. La somme des carres des diagonales d'un quadrilatere est 
flouble de la somme desncarres des lignes qui joignent les milieux 
des cot^s opposes. 

20. Dans un triangle on mene une suite de parallel es k la base, 
et on mene les diagonales de chacun des trapezes qu'on forme 
ainsi : prouver que les points de concours des diagonales de ces 
trapezes sont sur une droite qui va du sommef au milieu de la 
base. 
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21. D6montrer que si Ton a un quadrilatfere inscrit, le produit 
des perpeiidiculaires abaiss^es d'un point de la circonf^rence sur 
deux cotes opposes est 6gal au produit des perpendiculaires abftis- 
s6es du m^me point sur les deux autres cot^s. 

22. Si d'un point pris dans Tinterieur d'un polygone r6gulier 
de m cotes on abaisse des perpendiculaires sur tous les cotes, la 
somme de ces perpendiculaires est egale a m fois le rayon du 
cercle inscrit. 

23. Si de tous les sommets d'un polygone r^gulier on abalisse des 
perpendiculaires sur une droite qiielconque passant par le centre^ 
la somme des perpendiculaires qui tombent d'un c6t6 de cette 
droite est egale h, la somme des perpendiculaires qui sont situees 
de I'autre c5te. 

24. D^montrer que si Ton fait rouler un cercle dans un autre 
cercle fixe de position et de rayon double, de mani^re que les 
deux cercles soient toujour? tangents, un point quelconque du 
premier cercle d6crira dans ce mouvement une ligne droite. 

23. D^montrer que les trois droites qui joignent les sommets 
d'un triangle aux sommets opposes des triangles dquilat^raux cons- 
Iruits sur les trois c6tes se coupent en un m6me point. 

26. D6montrer que la somme des perpendiculaires abaissees sur 
les cotes d'un triangle du centre du cercle circonscrit est egale au 
rayon du cercle circonscrit, plus au rayon du cercle inscrit. 

27. Demontrer que, dans un trapeze, la somme des carres des 
diagonales est egale k la somme des carres des cot6s opposes non 
paralleles, plus deux fois le rectangle des bases paralleles. 

•A/^ 2}}. Demontrer que si, dans un triangle 

ABC, trois droites partant des sommets se 
^ coupent en un mSme point 0, on a 

29. Deux circonferences concentriques etant donn6es, prouver 
que la somme des carres des distances d'un point quelconque de 
I'une des circonferences aux extremit^s d'un diam^tre de I'autre 
est constante. 

30. Deux quadrilateres sont Equivalents lorsque leurs diago 
v^ales sont egales et formcnt entre elles des angles egaux. 




10. 
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LIEUX GfiOMfiTRIQUES A TROUVER. 

1. Trouver le lieu des points tels que la somme des distances 
de cbacun d'eux k deux droites donn^es soit ^gale k une ligne 
donn^Q. 

2. Trouver le lieu des points tels que la difference des dis- 
tances de cbacun d'eux k deux droites soit ^ale k une ligne 
donn^e. 

3. Lieu g^om^trique des centres des cercles passant par deux 
points donnas. / 

4. Lieu g^om^trique des centres des cercles d'un rayon donne 
et tangents k une droite donn^e. 

5. Lieu g^omdtrique des centres des cercles d'un rayon donne 
et tangents a un cercle donne. 

^ 6. Par tous les points d'une circonfirence on m^ne des droi- 
tes parallels entre elles^ et on prend sur chacune une longueur 
donn^e : trouver le lieu des extremites de toutes ces droites. 

7. Trouver le lieu des milieux des cordes d'un cercle passant 
toutes par un point donn^. 

8. Trouver le li^u des points d'ou les tangentes menees k un 
cercle se coupent sous un angle donn6. 

9. Trouver le lieu des points tels que les pieds des perpcndi- 
culaires abaissees de cbacun d'eux sur les trois cot^s d'un triangle 
soient en ligne droite. 

10. Trouver le lieu des points dont les distances a deux droites 
sont dans un rapport donne. 

11. Trouver le lieu des points tels que la somme ou la difference 
des carr^s de leurs distances a deus points donnes soit egale k un 
carr^ donn^. 

12. £tant donnas deux cercles, trouyerle lieu des points tels que 
les tangentes tiroes de ces points aux deux cercles soient egales. 

i3. On mene par un point A une droite AM 
A__X ^ \M termlnee a la circonf6rence 0. et on divise 

cette droite au point N, de sorte qu'cn ait 

-ir_ = - : trouver le lieu des points N. 
AN n ^ 

44. Ayant mene par le point donn^ A, la 
droite AM terminee k la circonference 0, on prend sur ctitte 
droite un point N tel que AM X AN = K» : trouver le lieu des 
points N. 

Resoudre les deux probldmes precedents en rempla^ant la cir- 
conference par une ligne droite. 





B 
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i5. Par un- point A, on m^ne une 
ligne AB termin^e h la droite donn^e 
XY; on mene AC telle que Tangle 
BAG soit ^gal ii'un angle donn6, et 

que Ton ait : -^ =^, ou Men AB X 

— TT AG w' 

AG=K* : trouverle lieu des points G. 

M^mes probl^mes en rempla{ant la ligne droit XY par une cir* 

conference. ^ 

« 

* i6. Trouverle lieu des points d'oii deux cercles donnas sont vus 
sous le m^me angle. 

17. Sur deux droites rectangulaires on £Biit glisser une droite de 
longueur donn^e : on demande le lieu des milieux des hypotenuses 
des triangles ainsi formes. 

18. fitant donne un triangle equilateral, trouverle lieu des points 
telsque la distance de Tun d'eux a Tun des sommets du triangle 
equilateral soit egale a la somme des distances du m^me point 
aux deux autres sommets. 

19. Par un point A pris dans le plan d*un 
cercle 0^ on m^ne une secante AC> et les 
^angentes aifx points B et G^ on demande le 
lieu des points D. (Le lieu est une droite 
J)E, perpendiculaire sur le diametre pas- 
sant par le point A : cette droite est appelee 
la polaire du point A, et ce point ^st le pole 
de la droite DE. ) 

20. Trouver le lieu des points tels que la somme des carres dt 
leurs distances aux sommets d'un triangle equilateral soit egale 
a un carrc donne. 

21. Meme probl^me^ en renlplajant le triangle equilateral par 
un polygone regulier quelconque. 

22. Trouver le lieu des points tels que la somme des carres de 
Jcur9 distances^ ayx cdtes d'un polygone regulier soit egale k un 
carre donne. 



23. Soit AB un diametre du cercle BO; tracez 
une secante BCD, et prenez GD = BG ; joignez 
le point D au centre du cercle , et le point G au 
^ point A : on demande le lieu du point M d'in- 
tcrsection des droites AG^ OD. 
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24. D'un point quelconque A du prolon- 

gement du diamefre BD, tracez la tangeiue 

^ AC^ la bissectrice de I'angle GAO, et abais- 

8ez OM perpendiculaire sur AM; on de- 

mande ie lieu du point M. 



25. Par un point de I'hypotenuse BC 
du triangle rectangle ABC, tracez une se- 
cante quelconque DE; d^crivez les cer- 
cles OBE^ OCD : on demande le lieu du 
point M de rencontre de ces deux cer- 
cles. 



26. fitant donnas un eercle BO et nn dia- 
metre AB, menez un rayon quelconque OC, 
tracez CD perpendiculaire sur AB, et prenez 
OM >«GD : on demande le lieu du point M. 



27. Dan^ un quadrilatere ABGD, on donne 
AB, BC, AC et CD ; on demande 1® le lieu geo- 
m^trique du milieu de la diagonale BD, 2® le 
lieu gcomdtrique du milieu de la droite KF qui 
joint les milieux des deux diagonales. 

28. Trouver le lieu de tous les points tels'*que la somme des 
distanceg d'un de ces points h troisdroites donnees soil 6gale a une 
ligne donn^e. 

PROBLfiMES A RfiSOUDRE.' 




1. Par un point mener une droite ^galement distantede deux 



points donnas. 

A\ B 




2. £tant donnes deux points A et B, trou- 
ver, sur la ligne ST, un point P tel que les 
_ angles APS, BPT, soient egaux. 
'^ " 3, Par un point mener une droite qui coupe 

deux paralleles, et telle que la partie de cefte droite comprise entre 
ces deux paralleles soit egale h une ligne donnee. 

4. Construire un carr^, connaissant la difference entre la dia- 
gonale et le c6t6 du carre. 

5. Construire un triangle^ connaissant la base, Tangle oppose 
et la somme ou la difference des deux autres c6t^s. 
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6. D^cnre un cercle d'wn rayon donn6 : 

1 ** Passant par deux points ; 

2*> Passant parun point, et tangent k une droit© ; 

3<* Tangent k deux droites; 

4* Tangent k une droite et k un cercle ; ^ 

5® Passant par un point, et tangent a un cercle; 

6® Tangent k deux cercles. 

7. Mener dans un cercle une droite passant par un point donn6, 
et telle que la corde intercept^e soit egale k une ligne donn6e. 

8. D^crire un cercle tangent k un cercle et k une droite, en un 

point donn^. . 

9. Construire un cercle tangent k un cercle en un point donne, 

et passant par un point donne. 
iO. Construire un triangle egal k un triangle donn6, et dont les 

cotes pa^sent par trois points donnas. 

11. Etant donnees deux circonferences 
qui se coupent, mener, par un de leurs 
points d'intersection, une droite MN, telle 
que la distance MN, comprise entre les 
deux points d'intersection de cette droite 
avec les deux circonferences, soit 6gale k 

une droite donn6e. ^ 

12. Mener par le point A la droite MAN, de sorte qu on ait 

MA m 

AN""« " ,« 

13. Mener par le point A la droite MAN, de sorte que AM = AN. 
U. fitant donnees deux circoiiferences, mener une s6cante paral- 

Ifele k une ligne donnee, telle que la somme des cordes soit 6gale k 
une ligne donnee. 

15. Construire un quadrilatere, connaissant dfeux angles opposes, 

les diagonales et leur angle. 

16. fitant donnas deux cercles, trouver un point tel que les tan- 
gentes menses k ce cercle soient ^gales, et fassent un angle donne. 

17.fitantdonnes Tare CD et lediamfetre AB, 
trouver sur la circonference un point P, tel 
qu'en tirant les droites PD, PC, on ait OM 

= 0N. 

18. Inscrire dans un cercle un triangle iso- 
cMe, connaissant la somme de la base et de 
la hauteur. 

19. Construire un triangle, connaissant les trois m^dianes. 

20. Construire un triangle, connaissant les trois hauteurs. 
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21. Construire un triangle^ connalssant les angles etlcpcrimctre^ 
oa bien les angles et la surface. 

22. Construire un triangle^ connalssant la base^ Tangle oppose^ 
et le rapport des deux autres c6t^s. 

23. Construire un triangle, connalssant la base^ la hauteur et le 
rectangle des deux autres c6t^s. 

24. Deux droites ^tant donneed^ qu'on ne pent prolonger jusqu'k 
leur point de concours^ mener^ par un point donne^ une droite qui 
irait^ ce point de concours. 

2o. Trouver dans un triangle un point tel qu'en le joignant aux 
trois sommets, ie triangle soit partag6 en trois triangles ^quiva- 
lents. 

26. D6crire un cercle passant par un pointy et tangent h deux 
cercles donnes. 

27. Decrire un cercle tangent k trois cercles donnas. 

28. Construire un trapeze^ connaissant les angles et les diagona- 
les. 

29. £tant donn6es trois circonferences concentriques^ construire 
un triangle semblable k un triangle donne> dont les trois sommets 
reposent sur ces circonferences. 

M^me probleme^ en remplagant les circonferences par trois 
droites paralleles. 

30. Par un point donn6 dans un angles mener une droite, telle 
quele produit des segments compris entre le point et chacune des 
droites soit^gal^un carr6 donne. 

31. Parun point donne dans le plan d'un cercle^ nieuer une 
droite, telle que les distances de ce point aux points d'iutersection 
de la droite et du cercle soient entre elles dans le rapport de m kn, 

32. Par un point doniie et par le centre d'un cercle, faire pas- 
ser une circonference, telle que la corde commune soit <^galc k une 
ligne donnee. 



LIVRB ¥• 1 53 



LIVRE V. 

m PLAN ET DE LA UGNE DROITE , CONSIDfiRfiS 

DANS L'ESPACE. 



DEFINITIONS. 



■ I. Une ligne droite est perpendiculaire a un plan, lors- 
qu'elle est perpendiculaire a toutes les droites qui passent 
parson pied dans le plan*. Reciproquement , le plan est * 4. 
perpendiculaire a la ligne. 

Lepied de la perpendiculaire est le point oik cette ligne 
rencontre le plan. 

II. Une ligne est parallele a un plan, lorsqu'elle ne 
pent le rencontrer a quelque distance qu'on les prolonge 
Tune et Tautre. Reciproquement, le plan est parallele a la 
ligne. 

HI. Deux plans sont paralleles entre eux , lorsqu'ils ne 
peuvent se rencontrer a quelque distance qu'on les pro- 
longe Fuu et Tautre. 

IV. Pour representer les plans dans les figures , on est 
oblige de leur donner des limites , mais il faut toujours les 
concevoir indefinis. 

Y. Dans la geometric de Tespace , on appelle lieu geo- 
metrique la suite des points qui satisfont a une ou a 
deux conditions donnees. 

Le lieu geometrique est une surface ou une* ligne , selon 
que les points doivent remplir une ou deux conditions. 

PROPOSITION PREMIERE. 

' THEOREMS. 

Par deux droites qui se coupent, on peutfaire pas- 
ser Un plan J et on nen peat f aire passer quun s'eul. 
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Soicnt AB, AC, deux droltes qui se coa- 
pent : on pent co ace voir un plan ou se trouve 
la ligne AR ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB, jusqu*a ce qu'il passe par le 
point C, alors la ligne AC, qui, a deux de ses 
points dans ce plan , y sera tout enti6re , et la 
position du plan sera determinee dans Tespace. 

Si Ton continue a faire tourner le plan autour de AB, 
il est evident qu'il ne contiendra plus le point C ; done 
par les deux droites AB, AC, on ne pent faire passer qu'un 
seul plan. 

Corollaire I. Un triangle ABC, ou 
trois points A, B, C, non en ligne droite, 
determinent la position d*un plan. 

Corollaire JI. Deux paralleles AB, CD, 
determinent aussi la position d*un plan, 

c -^T> car on sait dcja que deux paralleles sout 

c^Eins un meme plan ; et on ne pent pas supposer que deux 
plans difTerents renferment ces deux droites , puisque cka- 
cun d^eux devrait contenir deux points de AB et un point 
de CD, c'est-a-dire trois points non en ligne droite. 

^ Corollaire III. Un plan pent ^tre cn- 

gendre par une droite assujettie ^ passer 
par un point A, et a s'appuyer sur une 
* ^ autre droite BG. • 

B Corollaire IV. Un plan peut aussi 

^tre engendre par une droite AD qui 
se meut parallelement a elle-m^me, 
T^^ -^ et qui s'appuie sur une droite AB. 

PROPOSITION n. 

THEOaiHE. 

L' intersection de deux plans est une ligne droite. 
Car, si dans les points communs aux deux plans on en 
trouvait trois qui^ne fussent pas en ligne droite, les deux 
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{Jans (lout il s'agit , passant chacun par ces trois points , 

ne feraient qu'un seul et meme plan*, ce qui est contre la * x 

supposition. 

PROPOSITION III. 

THEOREME. 

Si une droite AP est perpendiculaire a deux autres 
PB, PC , qui se croiserU a fon pied dans le plan MN , 
elle sera perpendiculaire a une droite quelconque PQ 
mende pdr son pied dans le mime plan , et ainsi elle 
sera perpendiculaire au plan. 

Menez , dans le plan MN , une droite 

BC qui coupe les trois droites PB, PQ, 

PC ; prolongez AP d*une longueur PA' 

W = AP, et joignez les points A , A' aux 

— ^ points B, Q, C. 

La ligne PC etant perpendiculaire sur 
le milieu de AA', les obliques CA , CA' 
sent egales ; par la meme raison BA = BA'. On conclut de 
la que les triangles BCA , BCA' , sont egaux comme ayant 
le cote BC commun, et les autres cotes egaux chacun a 
chacun. Si done on fait toumer le triangle BCA' autour de 
BC pour Tappliquer sur son egal BCA, le point A' tombera 
en A, et comme le point Q ne change pas , la ligne QA' 
s'appliquera exactement sur QA. 

La droite PQ est done perpendiculaire sur AA', puisque 
deux de ses points P et Q sont egalement distants des ex- 
tremites de cette droite. * 

PROPOSITION IV. 

THEORBME. 

Par un point donnionpeut mener une perpendicu- 
laire a wi plan, et on nen peut mener qu une. 
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I* Sopposous d*abor(l que le 
point donne O soil situe dans le 
plan MN. 

Prenons une droite quelcon- 
que AH ; menons deux plans 
par cette droite , puis dans ces 
plans ^levons au point B les droites BC, UD, perpen- 
diculaires sur AB. En vertu du theor^me precedent , la 
droite AB sera perpendiculaire au plan des deux droites 
BC, BD. 

Maintenant transportons cette figure de manicre que le 
plan CBD coincide avec le plan MN, et faisons glisser CBD 
sur le plan MN, de maniere que le point B tombe en 0; 
les droites BC , BD preudront les positions OC, OD, et la 
droite BA prendra la position OF, evidemment perpendi- 
culaire aUtplan MN. 

Supposons, en second lieu, que le point donne F soit si- 
tue hors du plan MN. 

Tracons dans le plan MN une 

droite AB; du point F abaissons 

FC perpendiculaire sur AB; au 

point C dans le plan MN, elevens 

la droite CD perpendiculaire sur 

AB; enfin du point F abaissons FD 

perpendiculaire sur CD ; FD sera 

perpendiculaire au plan MN. 

En effet, FD etant perpendiculaire* sur DC, il sufSt de 

montrer que FD est perpendiculaire sur une autre droite 

DB passant par son pied dans le plan. • 

Prolongeons fD au-dessous du plan MN d*une longueur 
DF egale a DF ; lirons les droites RB, FB, FC. 

La droite BC etant perpendiculaire aux deux droites DC, 
FC, est perpendiculaire au plan DCF, et par suite k la 
droite CF. 

Les deux triangles rectangles FCB, F'CB sont done eganx, 
car ils ont le c6te BC comniun^ et les droites FC, F'C sont 
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ogalcs comme obliques s'ecartant egalement dn pled de la 
pcrpendiculaire CD. 

On en conclut que FB = FB, done BD est pcrpendicu- 
laire sur FD, 

2*^ Par un point O donne sur le plan 
MN, on nc pent elever qu'une seule pcr- 
pendiculaire a ce plan ; car si on pouvait 
en elever deux OA, OB, conduisez par 
CCS deux droites un plan dont Tinterscc- 
tion avcc le plan MN soil OC. Alors les deux droites OA, 
OB seraient perpend iculaires sur OC au mSme point et dans 
le meme plan , ce qui est impossible. 

Pareillement, il est impossible d'abaisser 
d'un point hors d'un plan deux perpendicu- 
laires a ce plan ; car soient FA, FB, ces deux 
perpend iculaires, le triangle FAB aurait 
deux angles droits, ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

THEORiME. 

» 

Par un point on pent mener un plan perpendicu- 
laire a une droite , et on nen pent viener quun seuL 

1® Supposons que le point donne C soit 
situe sur la droite AB. Menons deux plans 
par AB , et dans ces plans elevons CD et 
CE perpendiculaires sur la ligne AB. Le 
plan. JVID , conduit suivant ces deux droi- 
tes, sera evidemment pcrpendiculaire a 
AB. 

Haintenant aucun autre plan MH, passant par le point C, 
ne peut etre pcrpendiculaire a AB; car si cela pouvait avoir 
lieu, un plan quelconque conduit par la ligne AB coupe- 
rait MD et MH suivant deux droites CN , C6 , qui seraient 
toutes deux perpendiculaires a AB , au meme point et dans 
le meme plan ; ce qui est impossible. 
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2* Supposons le point donne C situe 
hors de la droite AB. 

Abaissons CD perpendiculaire slir AB, 
et dans un plan passant par AB elevons 
DE perpendiculaire sur cette droite. Le 
plan MN, conduit suivantles deuxlignes 
CD, DC, sera perpendiculaire a AB. 
Enfin aucun autre plan MP , passant par le point C, ne 
peut etre perpendiculaire sur AB ; car si cela avait lieu , le 
plan ABC couperait le plan MP suivant une droite CG dif- 
ftrente de CD (*) ; on pourrait done , du point C, abaisser 
deux perpendiculaires sur AB. 

Corolhure. Toutes les perpendicu- 
laires, BC, BD, BE, elevees en un point 
B de la ligne AB , sont dans un meme 
plan perpendiculaire a cette droite. 

En effet , le plan MN conduit par les 
deux lignes BC, BD, est perpendiculaire 
sur AB ; il sufEt done de prouver que 
ce plan contient toutes les autres perpendiculaires. Or 
si BE n^etait pas dans le plan MN, le plan mene par les 
deux droites AB, BE, couperait MN suivant la droite BH; 
et on aurait au meme point et dans un meme plan deux 
lignes BE, BH perpendiculaires sur AB. 

PROPOSITION TI. 

THEOR&ME. 

Si Gunpoint k, liors du plan MN, on mdne la per- 
pendiculaire AP et les obliques AD, AC, AE, 

I® La perpendiculaire est plus courte que toiUe 
oblique; 




{*) Le iK)int G ne. peut se confondre avec le poiat D, puisque, d'apres le 
premier cas, on ne peut mener par un point d'une droite qu'un seul plan per- 
pendiculaire a cette droite. 
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2® Les obliques egalemerU dloignies de la perpenr 
diculaire sont igales ; 

3® De deux obliques inigalement iloignies du pied 
de la perpetidiculaire , celle qui sen icarte le plus est 
la plus grande. ' 

I® Le triangle APC est rec- 
tangle en P, et par suite, To- 
blique AC, opposee a I'angle 
droit , est plus grande que la 
perpendiculaire AP. 

2* Les angles APC , APD 
etant droits , si Ton suppose 
H PC = PD, les triangles APC, 
APD, auront un angle cgal compris enire c6tes egaux; 
done lis sont egaux, et Ton aura AG = AD. 

3* Si la distance PE est plus grande que PD , prenons 
PB == PD et joignons AB; on aura AB = AD. Or AB est 
plus petit que AE * , done AD est plus petit que AE. * «fi» «• 

Corollaire. Toutes les obliques egales AB, AC, AD, etc., 
aboutissent a la circonferencc BCD, decrite du pied de la 
perpendiculaire P comme centre; done, ^tant donne un 
point A hors d^un plan , si on veut trouver sur ce plan le 
point P ou tomberait la perpendiculaire abaissce de A , il 
faut marquer sur ce plan frois points B, C^ D, egalement 
eloignes dn point A, et chercher ensuite le centre du 
cercle qui passe par ces points ; ce centre sera le point 
cherche P, 

\ PROPOSITION VII. 

THEOREMS. 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN, et BC une 
ligne situie dans ceplan : si du pied P de la perpendi- 
culaire on abaisSe PD perpendiculaire sur BC, et quon 
joigne AD, je dis que AD sera perpendicidaire a BC. 



6. 




'6o g^omiEtiiib. 

Prenez DB = DC, el joignc?. PD, 

PC, AB, AC : puisque DB = DC, 

Toblique PB ?= PC; et par rapport 

a la perpendiculaire AP, puisque 

PB== PC, roblique AB = AC*; 

N doDc la ligne AD a deux de ses 

points Aet D egalement distants des extremites B et C; 

done AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire. On voit en m^me temps que BC est perpen- 
diculaire an plan APD, puisque BC est perpendiculaire 
a la fois aux deux droites AD, PD. 

PROPOSITION yiii. 

THEOR&ME. 

ft 

Si la ligne AP est perpendiculaire au plan MN, 
toule ligne DE parallele a AP sera perpendiculaire au 
meme plan, * 

Suivant les parallele;^ AP, DE, 
conduisez un plan dont Tintersec- 
tion avec le plan MN sera PD ; dans 
le plan MN menez BC perpendicu- 
laire a PD, et jolgnez AD. 

Suivant le corollaire du theoreme 
^ precedent, BC est perpendiculaire 
au plan APDE ; dont Tangle BDE «st droit : mais Tangle 
EDP est droit aussi , puisque AP est pcfrpendiculaire a PD, 
et que DE est parallele a AP; done la ligne DE est perpen- 
diculaire aux denx droites DP, DB ; done elle est perpen- 
diculaire a leur plan MN. 

Corollaire I. Reciproquement si les droites AP, DE, sont 
perpendiculaire^ au plan MN, elles seront parallele's; car,, 
si elles ne Tetaient pas, conduisez par le poiiH D une.|)a- 
rallele a AP, cette parallele sera perpendiculaire au plan 
MN; done on pourrait par un meme point D, clever deux 
* 4. pcrpendiculaires a un m^me plan, ce ({ui est impossible \ 
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Corollaire II. Deux lignes A et B, paralleles a une troi- 
sierae C, sont paralleles entre elles ; car imaginez un plan 
perpendiculaire a la ligne C, les ligoes A et B, paralleles a 
cette perpendiculaire , seront perpendiculaires au meine 
plan ; done, par le corollaire precedent , elles seront paral- 
leles entre elles. 

U est entendu que les trois lignes ne sont pas dans le 
meme plan , sans quoi la proposition serait deja connue. 



DROITES PARALLJ^LES AUX PLANS. 
PROPOSITION IX. 

THEORBME. 

Si la ligne AB est parallile a une droit e CD r?ien^e 
dans le plan MN, elle sera paralUle a ce plan. 

A B Car si la ligne AB, qui, est dans le 

/ / plan ABCD, reucontrait le plan MN, 

V ~r T \ ce nt pourrait etre qu'en quelque 

\ c P \ point de la ligne CD, intersection 

N commune des deux plans : or AB 
ne pent rencontrer CD, puisqu'elle lui est parallele ; done 
elle ne rencontrera pas non plus le plan MN ; done elle est 
parallele a ce plan. 

PROPOSITION X. 



TH^OniBME. 



* Si une droite AB est paralUle 
au plan MN, tout plan ABCD mene 
par AB coupera MN sui\>ant une 
droite QD paralUle a AB. 

En effet, les droites AB, CD, etant 
dans le ineme plan ABCD, si la ligne AB rencontrait CD, 
elle rencontrerait le plan BIN, ce qui est contre Thypo^hese. 

11 
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PROPOSITION XI. 



THEOREMS. 




Si par un point C (Tun plan MN 
parallele a la droite AB, on mine une 
li^ae CDparallile a cette droite y cette 
vj( paralUle serasituie dans leplan MN. 
Car, s'il en etait autrement, le plan 
mene par la droite AB et le point C couperait MN suivaut 
une Hgne CE parallele a AB, et on pourrait par un point 
mener deux paralleles a une droite. 

PROPOSITION xn. 

THEOR^ME. 

Lorsquune droite AB est parallile a deux plans 
CDE, CDF, qui se coupent , elle est parallele a leur 

intersection CD. 

En efTet, si , par un point C pris sur la 
droite CD, on m^ne une parallele a AB, 
cette parallele, en vertu du tbcoreme pre- 
cedent sera situee a la fois dans le plan 
CDF, et dans le plan CDE, elle sera douc 
leur intersection QD. 

CorolUure. Si deux plans CDEG, CDFH, 
passent par deux droites pafalleles GE, 
Fli, leur intersection est parallele a ces droites. 

Car si Ton mene une droite AB parallele a GE, elle sera 
aussi parallele a FH; done en vertu du theoreme qui vient 
d'etre demontre, CD sera parallele a AB , et par suite aux 
droites GE et FH. 

PROPOSITION XIII. 

THEORinfE. 

La droite AB itoMparaUUe auplan MN, les pco'allHes 
AC, BD, comprises entre AB et le plan MN, sont igaUs. 
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£n effet, le plan des parallMes 
AC , BD , coupe le plan MN suivant 
une droite CD, parallele a AB. La 
figure ABDC est done un paraljelo- 
N gramme ; done AC = BD. 
Corollaire. Si les droites AC, BD, etaient perpendicu- 
laires au plan MN, elles mesurecaient les distances des points 
A et B au plan MN ; done tous les points de la droite AB 
sont a la meme distance du plan MN, ou en d'autres termes 
une droite et un plan paralleles sont partout equidistants. . 



PLANS PARALLfiLES. 
PROl^pSITION XIV. 

THEOREMS. 



Deux plans MI^, PQ, perpendiculaires a une mime 
droite AB, sont paralUles erUre eux. 

^ .^^ M Car, s'ils se rencontraient quelque 

^ Y'"^ ^D \ part , soil O un de leurs points com- 



p\. 



N 

B 



ji muns, et joignez OA, OB ; la ligne AB, 

\ perpend iculaire au plan MN , est per- 

— c I pendiculaire a la droite OA menee par 

o son pied dans ce plan ; par la m6me rai 



son, AB est perpendiculaire a BO ; done OA et OB seraieut 
deux perpendiculaires abaissees du m^me point O sur la 
meme ligne droite, ce qui est impossible; done les plans 
MN, PQ, ne peuvent se rencontrer ; done ils sont paral** 
leles. 

PROPOSITION XV. 



« 



THEOREMS. 



Les intersections EF, GH, de deux plans paralleles 

MN, PQ, poi* un troisieme plan FG, sont paralUles k 

11. 
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Car, si les lignes EF, Gli , situees dans 
un meme plan, ne sont pas parall^es, pro- 
longee's elles se rencontreront ; done les 
plans MN, PQ , dans lesquels elles sont , se 
rencontreraient aussi ; done ils ne scraicut 
pas paralleles. 

PROPOSITION XVI. 

TH£0R]feME. 

Par un point A on pent mener un plan parallele 
au plan MN, et on n'en, pent mener quun seui, 

I® Du point A abaissez AB perpendieu- 
laire Sur MN, puis au point A menez le plan 
PQ perpendiculaire sur AB ; le plan PQ sera 
parallele a MN. 

a^ S'il existalt un second plan AE passant 
^ par le point A, et parallele a MN, un plan 
queleonque mene par AB couperait les plans MN, PQ, AE, 
suivant les droites BD, AG, AE. Or les droites AG , BD , 
seraient paralleles , comme etant les intersections de deux 
plans paralleles par un troisleine ; par la meme raisou, AE 
serait parallele a BD , ce qui est absurde. 

PROPOSITION XVII. 

THEORlkME. 

La ligne AB, perpendiculaire au plan MN, est per- 
pendiculaire auplan PQ, parallile a MN. 

Ayant tire a volonte la ligne AD dans le 
plan MN , suivant AB et AD, conduisez un 
plan BAD, qui eoupera necessairement le 
plan PQ, sans quoi oti pourrait par le point 
A jnener deux plans paralleles a PQ. De 
plus rinterseetion BC du plan BAD et du plan PQ sera pa- 
rallele a AD; mais la ligne AB, perpendiculaire au plan 
MN, est perpendiculaire a la droite AD; done die sera 
aussi perpendiculaire a sa parallele BC. 
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On verrait de meme que AB serait perpendiculaire a 
une autre droite passant par son pied dans le plan PQ ; 
done elle est perpendiculaire a ce plan. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOR]^ME. 

Deux plans A, B, parcdleles a un troisdme C, sont 
paralUles entre eux. 

\ \ Menez DF perpendiculaire an plan C, 

V j i cette droite est perpendiculaire aux plans 

b\ eI \ A. et B , en vertu du theor^me pre- 

* — j ^ cedent; done ces plans sont parall^les, 

comme etant perpendiculaires a une meme 
droite. 



A ^- \ 



PROPOSITION XIX. 



THEOREMS. 




Les paralleles EG, FH, comprises entre deux plans 
par alleles MN, PQ, sont igales. 

3B Par les paralleles EG, FH, faites passer 

a_-/A_? '^ P'^'^ EGHF, qui rencontrera les plans 

, paralleles suivant EF et GH. Les intersec- 

"Aji tions EF, GH, sont paralleles entre elles*, * is, 

H ainsiqueEG, FH; done la figure EGHF est 

un parallelogramme ; done ECr=FH. 

Corollaire I. II suit de la que deux plans paralleles sont 
partout a egale distance; car si EG et FH sont perpendi- 
culaires aux deux plans MN, PQ, elles seront paralleles 
entre elles ; done elles sont egales. 

T V Corollaire II. Le lieu geometrique des 

\ j A points situes a une distance donnee du plan 

b\ Bi \ ^» ®® compose de deux plans paralleles a B, 

j ^ menes de part et d'autre de ce plan , a des 

r j 1 distsinces DE, EF, egales a la longueur don- 

\ - \ n^e. Car tons les points des plans A et C, 
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sont distants du plan B de la quantity donnee, et il est facile 
de reconnaitre que tous les points situes hors de ces plans 
ne jouiraient pas de la m^me propriete. 

PROPOSITION XX. 

THEORJ^ME. 

Si deux angles CAE, DBF, ndn situis dans le jneme 
pUuiy out leurs cdtis paralUles et dirigis dans le 
mime sens , ces angles seront igaux et leurs plans 
seront paralliles. 

Prenez AC = BD, AE = BF, et 
joignez CE, DF, AB, CD, EF. Puisque 
AC est egale et parallele a BD, la figure 
ABDC est un parallelogramme ; done 
CD est egale et parallele a AB. Par 
une raison semblable, EF est egale et 
parallele a AB; done aussi CD est egale 
■ft ^ et parallele a EF : la figure CEFD est 
done un parallelogramme, et ainsi le cote CE est egal et 
parallele a DF ; done les triangles CAE, DBF, sont equila- 
teraux entre eux ; done Tangle CAE=DBF. 

En second lieu je dis que le plan ACE est parallele au 
plan BDF; car supposons que le plan parallele a BDF, 
men^ par le point A, rencontre les lignes CD, EF, en d'au- 
tres points que C et E, par exemple en G et H ; alors, sui- 
vant la proposition 19, les trois lignes AB, GD, FH, 
seront egales : mais les trois lignes AB^ CD, EF, le sont 
deja; done on aurait CD= GD, etFH = EF, ce qui est 
absurde; done le plan ACE est parallele a BDF. 

PROPOSITION XXI. 

THEORiMB. 

Deux droites comprises entre trois plans par dlUes 
sont coupies en parties proportionnelles* 
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Supposons que la ligne AB ren- 
contre les plans paralleles MN, PQ, 
RS, en A, E, B, et que la ligne CD 
rencontre les memes plans en C, F, 
D; je dis qu'on aura 

AE_a; 

BE""FD* 
Tirez AD qui rencontre le plan PQ 
en G, et jolgnez AC, EG, GF, BD; les intersections EG, 
BD, des plans paralleles PQ, RS, par le plan ABD sont pa- 
ralleles; done 

AEAG 

eb~gd'' 

pareillement les intersections AC , GF , etant paralleles , 
on a 

GD""FD' 
done, a cause du rapport commun , 

AE_a; 

EB ~ FD" 



DEFINITIONS. 



On appelle projection d'ur^ point sur un plan le pied 

de la perpendiculaire abaissee de ce 
point sur le plan^ 

La projection d*une ligne AMB sur 
un plan est la ligne amb formee par 
les projections de tons les points de 
la ligne AMB. 




PROPOSITION XXII. 



TBEOR^MB. 



La projection dune ligne droite sur un plan est une 
ligne droite. 



1 
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D'un point A de la ligne AB 
abaissons la perpendiculaire Ka sur 
le plan RS , et menons par les droi- 
tes AB, Aa, un plan qui coupora RS 
suivant ab. 

Si par les points M, N,... de la 
ligne AB on abaisse des perpendiculaires sur le plan RS , 
elles seront toutes parall^les a Aa, et seront situees dans le 
plan BAa ; elles ne pourront done rencontrer le plan RS 
que sur la ligne ab. 




iUVGLE DTNE DROITE ET DTN PLAN. 
PROPOSITION XXIII. 

THEOREMS. 

V angle aigu ABa formi par la droite AB avec sa 
projection Ba sur le plan MN , est moindre que I' angle 
ABD^ que fait la meme droUe as^ec tout autre BD, 
passant par son pied dans le plan. 

Prenons BD=Ba, et joignons AD ; les 
deux triangles ABa, ABD, ont le c6te AB 
comnlun ; de plus B.a = BD par construc- 
tion ; mais le troisi^me c6te Aa du premier 
triangle est plus petit que le troisieme 
cote AD du second triangle, puisque ka est perpendiculaire 
au plan MN, et que AD*est une oblique ; done Tangle \Ra 
est moindre que Tangle ABD. 

Scolie I. L*angle aigu que fait une droite avec sa projec- 
tion sur un plan , etant Tangle minimum^ Tangle obtus est 
maximum. 

Scolie II. L*angle aigu que fait une droite avec sa pro- 
jection sur un plan , en raison de la propriete qui vieut 
d'etre demontree ,- est appcle angle de la droite ai>ec le 
Jjlan. 
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PROPOSITION XXIV. 



THEOREME. 




itant donnees deux droites AB, GD non situies 
dans im meme plan\ 1^ on peut leur mener une per- 
pendiculaire commune ; 2^ on nen peut mener quune ; 
3** eile est la plus court e distance des deux droites. 

I** Par un point A cie la 

droite AB, meDons AL paral- 

M Icle a CD; et conduisons par 

•4-1' / ^^^ deux droites AB , AL , le 

.y..ja i-H / P'*" ^^ parallele a CD. 

D'lm point quelconqwe D 
pris sur CD abaissons DH per- 
pendieuiaire au plan MN, et par le point H menons HF pa- 
rallele a CD; enfin -par le point F lirons FC parallele a DH ; 
FC sera une perpendiculaire commune aux deyx droites. 
Car FC, etant parallele aDH, est perpendiculaire au plan 
MN; ellc est done perpendiculaire sur AB et sur FH; ellp 
Test done aussi sur CD parallele a FH. 

Q? FC est la seule perpendiculaire commune ; car, si Ton 
supposait qu'une autre droite IK< iiil perpendiculaire sur 
AB et sur CD, elle serait aussi perpendiculaire sur la droite 
KP parallele a CD; done elle serait perpendiculaire au plan 
MN * ; d'ailleurs la ligne IG, parallele a DH, est perpendicu- 
laire au meme plan ; on pourrait done d'un point abaisser 
deux perpend iculaires sur un plan. 

3° FC est la plus courte distance des deux droites ; car 
soit IK une autre droite qui rencontre AB et CD ; si Ton 
mene IG parallele a DH, IG sera perpendiculaire a MN, et 
sera plus petit que IK ; or IG=FC; done on a FC < IK. 

Remarque, Lorsque deux droites ne sont pas situees dans 
un meme plan , on appelle angle de ces droites Tangle 
forme par Tune d'elles avec une parallele a Tautre droite , 
menee par un de ses points. 
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ANGLES FORMiSS PAR LES PLANS. 



DEFINITIONS. 



I. Lorsque deux plans se rencontrent, la figure que 
forment ces plans termines a leur intersection commune 
s'appelle angle diedre. 

L*intersection des deux plans se nomme V arete de Tan- 
gle di^re; les deux plans qui le forment en sont les 
faces. 

On designe un angle diedre au moyen de quatre lettres ; 
deux d'entre elles servent a designer Tarete , et les deux 
autres representent les deux faces. On a soin de mettre au 
milieu les deux lettres qui designent Tar^te. 

II. Deux angles diedres sont dits egaux , lorsqu'on pent 
faire coincider leurs faces. 



!!vr 
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III. L'angle NAP, forme par les perpendi- 
culaires NA, AP, menees dans les deux faces dc 
Tangle diedre PMAN, en un meme point de Ta^ 
rete MA, est Y angle plan correspondant a Tangle 
diedre. 

LVngle plan, ainsi forme, est le meme en tons 
les points de Tarete ; car, si au point M on forme de meme 
Tangle plan CMB, les droites MC, AN, seront paralleles 
comme etant situees dans un meme plan, et dci plus per- 
pendiculaires a MA; de m6me MB est parallele a AP ; done 



a 



GMB=NAP. 




IV. Lorsqu'un plan PB en rencontre 
un autre MN , il forme avec celui-ci deux 
angles diedres adjacents PABM, PABN. 
Si ces angles adjacents sont egaux, le 
plan PB est dit perpendiculaire sur MN ; 
et les angles diedres egaux s'appellent 
angles diedres droits. (II sera demox^tre 



i^ue tous les angles diedres droits sont egaux.) 
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PROPOSITION XXV. 



THEOREHE. 



Par une droite AB situie dans 
le plan MN on peiU mener un plan 
perpendiculaire a MN , et on nen 
pent mener quun seal. 

Corollaire. Touales angles diedres 
droits sont egaux. 

La demonstration de ce theoreme 
et du corollaire etant tout a fait sem- 
Llable a celle qui a ete donnee (liv. i*', pr. i), nous laissons 
au lecteur le soin de la donner lui-meme. 




PROPOSITION XXVI. 



THEOREME. 



Tout plan qui en rencontre un autre forme ai>ec lui 
deux angles diedres adjacents dont la somme vaut 

dfux angles diedres droits. 

Corollaire. Si un plan est perpendiculaire sur un. autre, 
ce second plan est perpendiculaire sur le premier. ( Voyez 
liv. I*', pr. 2.) 

PROPOSITION XXVII. 

rHEOREME. 

Si deux angles diedres CARD, GEFH sont dgauXy 
leurs angles plans CBD, GFH seront dgaux. 

En effet, portons le second di^dre 
sur le premier, de mani^re que EF 
tombe sur AR, le point F en R, et 
que le plan EFG s'applique sur le 
plan ABC; les angles EFG, ARC 
etant droits, FG prcndra la direc- 
^ tion RC; maintenant^ a cause de 
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I'egalite des angles di^dres, le plan EFH s'appliquera sur 
ABD, el comme les angles EFH, ABD, sont droits , FH 
coTncidera avec BD. 

Cbrollaire. L'angle diedre droit a pour angle plan un 
angle droit. 

Car, quand un plan est perpendiculaire sur un autre, 
les angles diedres adjacents sont egaux; les angles plans 
qui leur correspondent sont done aussi egaux ; or ceux-ci 
sont adjacents, done ils sont droits. 

Riciproquement. Si les angles plans CBD, GFH, qui cor- 
respondent a deux angles dicdre$ sont egaux, les angles 
diedres sent egaux. 

En effet portons Tangle diedre GEFH sur CABD, de ma- 
niere que Tangle GFH s'applique sur son egal CBD ; la droite 
EF, perpendiculaire au plan GFH , coincidera avec AB qui 
est perpendiculaire au plan CBD. Les deux angles diedres 
coTncideront done. 

On deduitde la que, lorsque Tangle 
plan ABC d'un angle diedre ADBC 
est droit , Tangle diedre est droit. 

Car si Tangle ABC est droit , Tan- 
gle adjacent ABE est aussi un angle 
droit ; et les angles plans qui corres- 
pondent aux angles diedres ADBC, 
ADBE, etant egaux , les angles die- 
dres sont egaux ; done le plan ADB est perpendiculaire sur 
DBC. 

PROPOSITION xxvm. 

THEOR&ME. 

Deux angles diedres CABD, GEFH, sont entre eux 
dans le meme rapport que leurs angles plans CBD, 
GFH. 
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Supposons que les deux an- 
gles diedres aient une com- 
mune mesure, et qu'en divi- 
sant CABD en trois parties 
egales, GEFHrenferme quatre 
de ces parties , on aura 
CABD 3 
GEFH~ 4* 

Menons les plans CBD, GFH, respectivement peipendi- 
culaires aux aretes AB, EF; ces plans couperont les faces 
de divisions suivant les droites BC, BM,.*. FG, FP, FR... 
respectivement perpendiculaires sur AB et sul* EF; or 
les angles plan* CBM, MBN... GFP, PFR... sont egaux 
comme cOrrespondants a des diedres egaux ; d'ailleurs CBD 
contient trois de ^s angles, et GFH en contient quatre ; on a 

CBD 3 

___^ • 

4' 



done aussi : 



done enfin 



GFH 
CABD CBD 



, GEFH GFH 

Si les deux angles diedres n'avaient pas de commune 
mesure, on ferait voir, par le raisonnement connu , que la 
proportion subsiste encore. 

Scolie, II resulte de ce tlieoreme que, si Ton veut me- 
surer un angle di^dre D, c'est-i-dire trouver le rapport de 
D a un angle diedre pris pour unite ( Tangle di^dre clroit , 
par exemple), il suflBra de chercher le rapport de Tangle 
plan de D a un angle droit. 



PROPOSITION XXIX. 



THEOR&MB. 



La ligne AP dtarU perpendiculaire auplan MN, tout 
Ian APB, conduit suwant AP, sera perpe?idiculaire 
au plan MN. '' 
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Soil BC rintersection des plans AB, AEN; 
si dans le plan MN on mene PD perpendi- 
culaire a BP, la ligne AP, etant perpendicu- 
laire au plan MN, sera perpendiculaire a 
chacune des deux droites BC, PD : mais 
Tangle APD, forme par les deux perpendi- 
culaires PA, PD, a rintersection commune BP, mesure 
Tangle des, deux plans AB, MN: done, puisque cet angle 
est droit , les deux plans sont perpendiculaires entre eux. 

«Sco//tf. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, DP, 
sont perpendiculaires entre elles , chacune de ces droites 
est perpendiculaire au plan des deux autres et les trois 
plans sont perpendiculaires entre eux. 

PROPOSITION XXX. 

THEOREME. 

Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN, et que 
dans le plan AB on mine la ligne PA perpendiculaire 
a I' intersection cimmune PB , je dis que PA sera per- 
pendiculaire au plan MN. 

\a Gir, si dans le plan MN on mene PD per- 
\ pendiculaire a PB , Tangle APD sera droit, 
puisque les plans sont perpendiculaires entre 
. , ■ ^ etix; done la ligne AP est perpendiculaire 
\ pNr^ — \i> aux deux droites PB, PD ; done 6lle est per- 
pendiculaire a leur plan MN. 



G 
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Coral Icure. Si le plan AB est perpendiculaire au plan 
MN, et que par un point A du plan AB on abaisse une 
perpendiculaire sur le plan MN , je dis que cette perpen- 
diculaire sera dans le plan AB , car, si elle n*y etait pas , 
on pourrait par le point A mener dans le plan AB une 
perpendiculaire AP a T intersection commune BP, laquelle 
serait en m^me temps perpendiculaire au plan MN ; done 
du meme point A on pourrait abaisser deux perpendi" 
culaires au plan MN, ce qui est impossible. 
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PROPOSITION XXXI. 




THEOREMS. 

Si deux plans AB, AD, sont perpendiculaires a un 
troisieme MN, leur intersection commune AP sera per- 
pendiculaire a ce troisieme plan. 

Car, si d'un point A pris sur 
rintersection on abaisse une per- 
pendiculaire sur le plan MN, cette 
perpendiculaire doit se trouver a 
la fois dans le plan AB et dans 1^ 
plan AD ; done elle est leur inter- 
section commune AP. 

PROPOSITION XXXII. 

THEOREMS. 1 

Si deux plans ABC, DEF, sont 
parallUeSy tout plan MN perpen- 
diculaire a ABC est perpendicu- 
laire au plan DEF. 

En e{Fet, menons dans le plan 
ABC la droite AG perpendiculaire 
sur BC, AG est perpendiculaire au plan MN. 

Si par la droite AG nous menons un plan, ce plan coupe 
le plan DEF, suivant une droite HD parallele a AG, et per- 
pendiculaire au plan MN, done le plan DEF qui passe par 
cette droite est perpendiculaire au plan MN. 

PROPOSITION xxxni. 

THEORl^ME. 

Tout point M pris sur le plan bissecteur de V angle 
diedre CABD, est igalement distatU^des deux faces de 
cet angle diddre. 
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Abaissons du point M les droitra 
MP, MQ, respectivement perpendi- 
culaires sur les faces ABC, ABD. 

Le plan PMQ elaut perpendicu- 
laire aux faces ABC , ABD , est per- 
pendiculaire sur leur intersection AB, 
il coupe done les plans ABC, ABL, 
ABD , suivant trois droites HP, HM, 
HQ, perpendiculaires sur AB. 
Cela pose, les triangles rectangles PMII, QMH, ont Thy- 
potenuse MH commune ; de plus les angles MHP, MHQ, qui 
mesurent les angles diedres CABL, DABL, sont egaux ; done 
ces triangles rectangles sont egaux, et par suite MP = MQ. 
Reciproquement. Si un point M situe dans Tinterieur de 
Tangle diedre CABD , est egalement distant des deux faces 
de Tangle diedre, ce point appartient au plan bissecteur. 

En efFet , menons comme pr^cedemment le plan PMQ, 
et les droites HP, HM, HQ; les triangles rectangles MHP, 
MHQ, ont Thypotenuse MH commune, et les c6tes MP, 

< 

MQ, sont egaux par hypoth^se; done ces triangles sont 
egaux ; et par suite les angles MHP, MHQ, qui mesurent 
les angles diedres CABM, DABM, sont egaux. 

Corollaire. Le lieu geometrique 
des points egalement distants de 
deux plans indefinis, FAC, DAE, 
se compose des plans MN, PQ, bis- 
secteurs des angles di^res adja- 
cents formes par les deux plans don- 
nes. n est d'aillcurs facile de re- 
connattre que ces plans bissecteurs 
sont perpendiculaires entre eux. 

DEFINITIONS. 

I. On appelle angle solide ou pofyedre la figure formee 
par plusieurs plans qui se coupent en un meme point, 
n. Les intersections des plans sont les aretes de Tangle 
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solide; le point de coucours des aretes en est le sommet, 
Les angles formes par les aretes sont appeles les faces ou 
les angles plans de Tangle solide. 

III. Lorsque le nombre des plans est egal a trols, Tangle 
Kolide s*appelle angle triedre, 

lY. Nous ne considererons que des angles solides con- 
vexes, e'est-a-dire qui sont situes tatierement d'un meme 
c6te d'une de leurs faces prolongees. 

V. Un angle solide SABQ) etant 
donne , si Ton prolonge les aretes SA, 
SB..., au dela du point S^ on forme un 
nouvel angle solide SA'B'CD qui est 
dit symetrique du premier. 

II est evident que ce nouvel angle 
solide a les m^mes angles plans et les 
memes angles diedres que le premier. 
Neanmoins ces deux angles solides ne 
pourronC pas en general ^tre superposes; car, si Ton fait 
coincider la face D'SA' sur son egale ASD de maniere que 
les aretes des deux angles solides soient situees d*un meme 
c6te de la* face commune, on voit qu*en partant de Tarete SD, 
et faisant le tour des deux angles solides, les angles plans 
et les angles diedres se pre^enteront dans un ordre inverse. 

PROPOSITION xxxrv. 

THEOREME. 

. Deux angles iriidres sont igaux dans toutes leurs 
parties y lorsquils ont un angle diedre igal compris en- 
tre deux faces igales clmcune a cfiacune. 

SoitASB=DTE,BSC 
= ETF, et Tangle diedre 
SB egal a Tangle diedre 
TE. 

Faisons coincider Tan- 
gle ASB sur son egal 
' DTE : a cause de Tega- 

12 
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lite des angles diedres SB, TE, le plan ETF s*appliquera snr 
le plan BSC, et, comme Ics angles ETF, BSC, sont egaux, 
Tar^te TF prendra la direction SC ; les deux angles triedres 
colncideront done et auront toutes leurs parties egales. 

Si les faces egales des deu^ angles triedres etaient in- 
versement disposees par rapport aux angles diedres egaux, 
on superposerait Tangle tri^dre T sur le symetrique de 
SABC« et on serait conduit a la meme conclusion. 

i PROPOSITION XXXV. 

THEOREMK. 

Deux angles triidres sont igaux dans toutes leurs 
parties lorsquils ont une face igale adjacente a deux 
angles diidres igaux c/uzcun a chacun. 

^ , B ' Soit ASC = DTF, Tan- 

gle diedre SA = TD, et 
I angle diedre SC = TF. 
Faisons coTncider la 
face DTF sur son egale 
y ASC ; a cause de Tcgalite 
des angles diedres SA et 
TD, SC et TF, les plans DTE, FTE, s'appliquent respective- 
ment sur tes faces ASB, CSB ; done Tar^te TE co'incidera 
avec SB, et les deux angles triedres coTncidant auront toutes 
leurs parties egales. 

Si les angles diedres egaux Etaient inversement places 
par rapport aux faces egales, on superposerait Tangle trie- 
dre T'^ur le symetrique de Tangle triedre ^, et pn arri- 
verait ainsi an m^mfi resultal. 

PflOPOSITION XXXYI. 

THEOREMS. 

Si deux angles triedres onf f^s faces igales chacune 
a chacune , les angles diidr^s opposis aux faces igales 
serqfit ^gaux entre euxi 
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Soil : ASB=DTE, ASC=DTP, BSC=ETF. 

PrenoDS Ics six lon- 
gueurs egales SA, SB, SC, 
TD, TE, TF ; el tirons les 
lignes AB, AC, BC, DE, 
DP, EF. Les triangles iso- 
^ celes SAB, TDE, sont egaux 
comme ay ant un angle 
cgal compris entre c6tes egaux; il en sera de m^me des 
triangles SBC, TEF, et aussi des triangles SAC, TDF. En- 
fin, de Tegalite de ces triangles resulte celle des triangles 
ABC, DEF, car ils sont equilateraux entre eux. 

Cela pose, par un point M de Tarete SA, menons dans 
les faces SAB, SAC, les droites MN, MP, perpendiculaires 
sur SA ; ces droites rencontreront les c6tes AB et AC, puis- 
que les triangles SAB, I^AC, etant isoceles, les angles a la 
base SAB, SAC, sont aigus ; eniin, tirons la droite NP. 

Maintenant prenous DG = AM, et repetons dans le se- 
cond triedre la construction precedente. 

Les triangles rectangles AMN, DGK, sont egaux comme 
ayant le c6te AM == DG et Tangle aigu MAN = GDK ; on 
enconclut AN = DK et MN = GK. On verrait de m^me 
que MP = GH et AP = DH. 

On reconnait aussi que les triangles PAN, HDK , sont 
egaux , comme ayant un angle egal compris entre cotes 
egaux ; d*ou Ton eonclut JfPi=KJH. Done enfin , leg trian- 
gles N|1P, K6H, ont les trois c6te^ egaux chacun a chai^un ; 
done Tangly NMP, qui mesure Ip die4rc SA, e^t «g8ij h 
Tangle KGH, qui piei^Pre l^ diMr® TD- 

^qlie, 8i Ufk dctuj^ anglps sojides out , en outre, |fjur? 
face^ semWablcm^i^^ 4i9pps^eSy ife §efont egaux par su- 
perposition; dans le pa^ poptr^ire, Jls scront symetri- 
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PROPOSITION XXXVII. 

THEOR^ME. 

Lorsque par wi point F pris sur V arete dun an^le 
diedre AB , on ilei^e sur la face AC une perpendicU" 
laire FG, du mime cdtiduplan ABC que la face ADD, 
et sur la face ABD une perpendiculaire FE , du mime 
cdtidu plan ABD que la face ABC, V angle EFG est le 
supplement de l' angle plan qui mesure l' angle diidre. 

En eflfet, les deux droites EF, FG, per- 

pendiculaires a AB^ determinent un plan 

perpendiculaire a AB , qui coupe les deux 
1^ faces dc Tangle diedre suivant les droites 

FI, FH egalement perpend iculaires a AB; 

et Tangle IFH mesure Tangle diedre. Or, 
FG etant perpendiculaire au plan ABC, on a GFI = i**""; on 
a par la mdmeraison EFH = i^% d'ou, enajoutant, GFI -h 
EFH = a^ ou EFG -f- IFH = a^ 

PROPOSITION XXXVIII. 

THEOR&ME. 

Lorquau sommet dun angle friidre SABC, on 
ilis^e sur chaque face une perpendiculaire^ du mime 
c6ti du plan de cette face que la troisieme arite , 
I* angle triedre qui a pour arites ces trois perpendi- 
culaireSj et l* angle triedre donnd sont suppldmentai- 
res. [Deux angles triidres sont dits supplementaires , 
lorsque les angles plans de Vun sont les supplements 
c ^, des angles qui mesurent les angles die- 

dres de tautre.) 

Soit SC perpendiculaire /sur la face 

B- ASB , et du meme c6te du plan ASB que 

TareteSC; la droite SB, perpendiculaire 

sur la face ASC, et du memc cote du 
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plan ASC que Tarete SB , eDfin soit la drolte SA' perpendi- 
culaire au plan CSB, et du m^me c6te de ce plan que Fa- 
rdte SA. 

I* La droite SC est perpendiculaire sur le plan ASB , et 
est du meme c6te de ce plan que la face QSB : la droite 
SA' est perpendiculaire sur le plan CSB , et est situee du 
meme cote d^ ce plan que la face ASB : done * Tangle CSA' * 37« 
est le supplement de Tangle correspondant a Tangle die- 
dre SB. On verrait de meme que Tangle CSB' est le sup- 
plement de Tangle qui correspond a Tangle diedre SA , et 
que Tangle A'SB' est le supplement de Tangle qui mesure 
Tangle diedre SC. Done, i* les angles plans de SA'B'C sont ' 
les supplements des angles diedres de SABC. 

2* La droite SA\ etant perpendiculaire sur le plan CSB, 
est perpendiculaire sur SC ; la droite SB', perpendiculaire 
au plan CSA, est perpendiculaire a SC ; done la droite SC 
est perpendiculaire au plan A'SB'; de plus, SC etant per- 
pendiculaire au plan ASB, et etant du meme cote de ce 
plan que SC, Tangle CSC est aigu ; et puisque SC est per- 
pendiculaire a A'SB', et forme avec SC un angle aigu , on 
eu conclut que SC est du m^me c6te du plan A'SB' que 
SC. 

On verrait semblablement que SB est perpendiculaire 
au plan A'SC, et est du meme c6te de ce plan que SB', et 
que SA est perpendiculaire au plan CSB', et est du m^me 
c6te dc ce plan que SA' ; qu'en un mot Tangle SABC est 
coiistruit avec SA'B'C, comme cet angle triedre a ete cons- 
truit au moyen de SABC. Done les angles plans de SABC 
sont les supplements des angles diedres de SA'B'C. 

PROPOSITION XXXIX. 

THEOREMS. ^ 

Si deux angles triidres ont tears angles diidres 
igaux chacun a chacun, Us ont aussi leurs faces 
dgales. 
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Soient S et S' les deux angles triddres donnes; T et T* 
leurs angles tri^dres supplementaires. 

Pulsque S et S' ont leurs angles diedres egaux, les anglqs 
tri^dres T et T anront leurs faces egales chacune a cha- 
cune, et par sifite leurs angles diedres egaux. Enfin, les an- 
gles triddres T et T ay ant leurs angles diedres egaux ^ les 
angles tri^dres S et S' auront leurs faces egales. 

Scolie. Si les faces egales des deux angles triddres sont 
semblablement disposees , les angles tri^dres seront egaux 
par superposition ; autrement, ils seront symetriques. 

PROPOSITION XL. 

/ 

THEOR&ME. 

Si un angle solide est forme par trois angles plans, 
la somme de deux, quelcompies de ces angles sera plus 
grande que le troisiime. 

yf. II n'y a lieu a demontrer la propo- 

y^/l \ sition que lorsque Tangle plan qu'on 

/ I I \ compare a la somme des deux autres 

X j^l I \ est plus grand que chacutide ceux-ci. 

^\~ 1 "^ So it done Tangle solide S forme par 

^"^"^g^"'^ irois angles plans ASB, ASC, BSC, et 

sopposons que Tangle ASB^oit le plus grand des trois; je 

dfe qu'on aura ASB < ASC -f- CSB. 

Dans le plan ASB faites Tangle BSD = BSC , tirez a vo- 
lonte la droite ADB, et, ayant pris SC = SD, joignez 
AC, BC. 

Les deux cdtes BS , SD , sont egaux aux deux BS , SC ; 
Tangle BSD = BSC; done les deux tiangles BSD, BSC, sont 
egaux : done BD = BC. Mais on a AB < AC -H BC ; retran- 
chant d'un cdte BD, et de Tautre son egale BC, il restera 
AD < AC. Les deux c6tes AS, SD, sont egaux aux deux AS, 
SC, le troisi^me AD est plus petit que le troisieme AC; 
done Tangle ASD < ASC. Ajoutant BSD = BSC, on aura 
ASD + BSD ou ASB < ASC -f- BSC. 
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PROPOSITION xm. 

THEOREMS. 

La somme des angles plans qui forment un angle 
solide corwexe est toujours moindre que quatre angles 

droits. 

Coupez Tangle solide S par un plan 
ABCDE qui rencontre toutes les aretes; 
d'un point O pris dans ce plan, menez i 
tous les angles les ligne^ OA, OB, OC, 
OD, OE. 

La somme des angles des triangles 
ASB, BSC, etc., formes autour du som- 
met S, equivaut a la somme des angles 
Ti* a d'un pareilnomhre de triangles AOB, 

BOC, etc., formes autour du sommet O. Mais au point B les 
angles ABO, OBC, pris ensemble, font Tangle ABC plus 
petit que la somme des angles ABS, SBC*; de meme au * 40. 
point C on a BCO -h OCD < BCS H- SCD; et ainsi a tous 
les angles du polygone ABCDE. II suit de la que dans les 
triangles dont le sommet est en O, la sonune des angles k la 
base est moindre que la somme des angles a la base dans 
les triangles dont le sommet est en S ; done, par compensa- 
tion, la somme des angles formes autour du point O est plus 
grande que la somme des angles autour du point S. Mais 
la somme des angles autour du point O est egale a quatre 
angles droits; done la sonmie des angles plans qui forment 
Tangle solide S est moindre que quatre angles droits. 

PROPOSITION XLII. 

THEOREME. 

1 ® Dans tout angle triidre, la somme des trois angles 
diidres est comprise entre 2 droits et 6 droits; 2^ le 
plus petit angle dikdre, augmenti de deux droits, est 
plus grand que la somme des deux autres. 
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1* Soient a, ft, c, les trois angles di^dres de Tangle triedre 
donne, et A, B, C, les faces de Tangle tri^drc supplementaire. 

d'od, en ajontant , 

a4- A-4-c=6«— (A + B 4- C). 
D*allleurs la somme A 4- B + C est plus grande que zero, 
et moindre que 4**^; done la somme a + ft + ^ est molndre 
que 6 droits, et plus grande que a di*oits. 

2* a, ft, c, etant les angles di^drcs de Tangle tri^dre donne, 
et a le plus petit ; a* — «, a* — ft, a^ — c seront les faces de 
Tangle tri^dre supplementaire, et a' -— a la plus grande ; 
on aurfi done, en vertu du theoreme 4o, 

a^ — a< a* — ft-+- a* — c; 
d'oli en ajoutant de part et d*autre ft -h c -i- a, et retran- 
chant a^' 

ft 4- c < a* -+■ a. 

PROPOSITION xun. 

TUEOaiME. 

Pour 'quon puisse former un angle solide trihire 
wee trois faces donnies , il faut et il suffU que la 
somme des trois faces soit moindre que 4 droits^ et 
que la pluStgrande sou plus petite que la somme des 
deux caitres. / 

Nous avons deja reconnu que ces conditions sont neces- 
saires; il reste done a c^montrer qu^elles sont sudisantes. 

Soient BSC, ASB, DSC, les trois 

faces donnees que nous supposons pla- 

j^/ \ cees dans un mdme plan , et soit BSC 

]j^ la plus grande. 

Du point S comme centre avec un 

^X,^ J;^ \y rayon arbitraire SA, dccrivous luie cir- 

^ ou ^ conference , et abaissons des points A 

ct D les droites Aa, T^d perpendiculaires sur SB et sur SC. 

L^angle BSC etant le plus grand des trois, BC sera plus 

grand que chacun des arcs BA, CD, et comme Ba =s BA,on 
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volt que le point a est entre B et C, et il en est de meme de d. 

De plus, on a par hypothese BSC < ASB -h CSD, 
et par suite BC < AB -+- CD. 

Done, puisque Ba = BA et O/ = CD, le point a est 
sur Fare BC a la droite de d. 

Enfin la somme des trois faces donnees etant moindre 
que 4 droits, le point D sera place apres le point.C, sur la 
circonference parcourue a partir du point A, dans le sens 
ABC. 

Le point d sera done situe entre A et a , et le point a 
entre £? et D ; done les cordes Aa, De/, se couperont dans 
rinterieuf de la circonference. 

Cela pose, elevons au point O une perpendiculaire OM 
au plan BSC, et dans le plan lOM , decrivons du point I 
cotnme centre avec AI comme rayon, une circonference 
qui coupera OM en un point M, et joignoBS MS ; Tangle 
triedre SBMC sera forme avec les trois faces donnees. 

EJn effet, joignons MI et MK ; les triangles ASI, MIS, sont 
rectangles en I; ils out SI commun, et AI = IM , done ils 
sont egaux ; et Ton a Tangle ASI=ISM. De meme les triangles 
rectangles MSK, DSK sont egaux; car le c6te SK est com- 
mun, et lesc6tes SD, SM, egaux tous deux a SA, sont egaux 
entre eux ; done Tangle MSK = DSK. 

Scolie. Pour former un angle triedre avec trois angles 
diedres donnes a, &, c , il faut et il suflit que leur somme 
soit comprise entre 2 droits et 6 droits, et que le plus petit, 
augmente de a droits, soit plus grand que la somme des 
deux autres. 

On sait deja que ces conditions sont necessaires , et de 
plus elles sont sufBsantes ; car on pent facilement recon- 
naitre que, quand ces conditions sont remplies, on pent 
construire Tangle triedre supplementaire avec les faces 
ad — a^ 2d — « J^ a** — c ; done on pent aussi construire 
un angle triedre avec les angles diedres ei, i, c. 
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LIVRE VI. 



LES poly£dres. 



DEFINITIONS. 



I. On appelle solide polyedrcy ou simplement polyedre^ 
tout solide termine par des plans ou des faces planes. (Ces 
plans sont necessairement termines eux-memes par des* li- 
gnes droites. ) On appelle en particulier tetraedre le solide 
qui a quatre faces ; hexaedre celui qui en a six ; octaedre 
celui qui en a huit; dodecaedre celui qui en a dou^e; ico- 
saedre celui qui en a vingt, etc. 

Le tetraedre est le J)lus simple des poly^dres ; car il faut 
^ au moins trois plans pour former un angle solide , et ces 
trois plans laissent un vide qui , pour etre ferme, exige au 
moins un quatrieme plan. 

II. L'intersection commune de deux faces adiacentes 
d'un poly^dre s'appelle cote ou arete du polyedre. 

in. On appelle jpo/j^rfr* regulier celui dont toutes les 
faces sont des polygones reguliers egaux^ et dont tons 
les angles solides sont egaux entre eux. Ces poly^dres 
sont au nombre de cinq. ( Voyez Vappendice auxlwres VI 
et VIL) 

lY. Le prisme est un solide dont les faces laterales sont 
des parallelogrammes et qui est termine de part et d'autre 
par deux polygones egaux et parall^les. 
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Pour construire ce solide, soit 
A.BQDE un polygene quelconque^ 
et MN un plan parallele a ABCDE. 
Par le point A, menons la droite 
AF qui rencontre le plan MN en F, 
n puis par les points B, C, D, E^ me- 
nons des parall6les a AF, jusqu'a 
la rencontre du mdme plan MN. 
Enfin joignons les points de rencontre par les droites FG, 

GH, HI Je dis que le solide compris entre les deux 

polygones ABCDE, FGHIK est un prisme. En effet AF, 
EG, sont egales et parall^les, d^ou il suit que AEGF est 
un parallelogramme. Par la meme raison, toutes les autres 
faces laterales sont des parallelogrammes. Quant aux deux 
polygones ABCDE, FGHIK, ils ont leurs c6tes egaux et 
paralleles , ils sont done egaux. 

Y. Les polygones egaux et paralleles ABCDE, FGHIK, 
s^app^llent les bases du prisme; les autres plans parallelo- 
grammes pris ensemble constituent la surface laterals ou 
conifexe du prisme, Les droites egales AF, BK, CI , etc. , 
s^appellent les cotes du prisme. 

YI. La hauteur d^un prisme est la distance de ses deux 
bases, ou la perpisndiculaire abaissee d'un point de la base 
superieure sur le plan de la base inferieure. 

YH. J5n prisme est droit lorsque les c6tes AF, BK, etc., 
sont perpendiculaires aux plans des bases : alors chacun 
d^eux est egal a la hauteur du prisme. Dans tout autre cas 
le prisme est oblique^ et la hauteur est plus petite que le c6te. 
Yin. Tin prisma est triangulaire ^ quadrangulaircy pen- 
tagonal, hexagonal^ etc., selon que la base est un triangle, 
un quadrilatere, un pentagone, un hexagone, etc. 

IX. Le prisme qui a pour base un pa- 
rallelogramme a toutes ses faces paral- 
lelogrammiques ; il s'appelle parallelipi- 
pede. 
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Le parallelipipede est droits lorsque les aretes sont 
peipendiculaires sur la base. 

Si , en outre , la base est un rectangle , le parallelipipede 
est rectangle; et Ton voit que, dans ce cas, toutes les faces 
sont des rectangles. 

X. Parmi les paralldipip^des rectangles, on 
distingue le cube ou hexaidre rdgulier,, compris 
sous six carr^s ^gaux. 

XI. La pyramide est le solide forme en 
joignant un mcme point S a tons les som- 
mets d'un polygone plan ABCDE. 

Le polygone ABCDE s'appelle la base 
-^ de la pyramide , le point S est le som- 
irety et Tensemble des triangles ASB, 
PSC, etc., 'forme la surface corwexe on 
laterale de la pyramide, 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendiculaire 
abaissee du sonunet sur le plande la base, prolonge s'il 
est peoessaire. 

XIII. La "pymmide est trianguUdre J quadrangulaire, etc., 
selon que la base est un triangle, un quadrilatere, etc. 

XIV. Une pyramide est reguliere, lorsque la base est 
un polygone regulier, et qu'en meme temps la perpendi- 
culaire abaissee du sommet sur le plan de la base passe par 
le centre de cette base : cette tigne s*appelle alors Vaxe de 
la pyramide. 

XY. La diagonale d*un poly^dre est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

Les poly^dres que nous considererons sont tels que le 
plan prolonge d'une face quelconque laisse tout le solide 
d'un m^me c6te ; les surfaces de ces poly^dres sont dites 
eonvexes , et ces poly^dres eux-mdmes s'appellent polyi- 
dres eonvexes. 
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PROPOSITION PREMIERE.' 



THBORiME. 




Deux prismes sont igaux lorsquils ont un angle so- 
lide compris entra trois faces respectwement ^gales, et 
semblablement disposies. 

Soil la base ABQ)E egale 
^£a la base abode y le parallelo- 
gramme ABGF egal au paral- 
lelogramme abgf, et le paral- 
lelogramme BCHG egal au pa- 
^rallelogramme bchg\ je dis 
que le prisme ABCI sera egal 
au prisme abci. 
Car, soit posee la base ABCDE sur son egale abode , ces 
deux bases coincideront : mais les trois angles plans qui 
forment Tangle solide B sont egaux aux trois angles plans 
qui forment Tangle solide b, chacun a chacun, savoir, 
ABC = aboj ABG = abg^ et GBC = gbc ; de plus, ces angles 
sont semblablement places ; done les angles solides B et i 
sont egaux, et par consequent le cote BG tombera sur son 
egal bg. On voit aussi que, k cause des parallelogrammes 
egaux ABGF et abgf^ le c6te GF tombera sur son egal gfy 
et semblablement GH sur gh\ done la base superieure 
FGHIK co'incidera entierement avec son egale fghik, et 
les deux solides seront confondus en un seul. 

Remarque. Si les prismes sont droits, le theoreme prend 
une forme beaucoup plus simple. 

Deux prismes droits qui ont des bases egales et des hau^ 
teurs egales sont egaux, • 

En effet^ portons la base abode sur son egale ABCOE, la 
hauteur bg^ co'incidera avec la hauteur BG, de meme oh 
coincidera avec CH, et ainsi de suite ; done les^deux prismes 
cotncideront. 
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PROPOSITION IL 

THEORiME* 

ft 

Dans tout parcdUlipipede y les faces opposdes sont 
igdles et parallUes. 

^ Suivant la definition de ce solide , les 

bases ABCD, EFGH, sont des parallelo- 

^ grammes egaux, et leurs c6tes sont pa- 

« rallcles : il reste done a demontrer que la 

* C meme chose a lieu pour deux faces late- 

rales opposees, telles que AEHD, BFGC. Or AD est egale 
et parallele a BC, puisque la figure ABCD est un parallelo- 
gramme ; par une raison semblable , AE est egale et paral- 
lele a BF; done Tangle DAE est egal a Tangle CBF, el le 
plaft DAE parallele a CBF ; done aussi le parallelogramme 
DAEH est egal au parallelogramme CBFG. On demontrera 
de meme que les parallelogrammes opposes ABFE, DCGH, 
sont egaux et parall^les. 

Corollaire, Puisque le parallelipipcde est un solide com- 
pris sous six plans dont les opposes sont egaux et paral- 
leles , il s^ensuit qu'une face quelconque et son opposee 
peuvent etre prises pour les bases du parallelipipede. , 

Scolie, Etant donnees trois droites, AB, AE, AD, pas- 
sant par un mepie point A, et faisant entre elles des angles 
donnes, on peut, sur ces trois droites, construire un psir^l- 
lelipipede ; il faut pour cela mener par Textreipi|;e de cpaque 
droite un plan ps^rallele au plan des deux ^utres ; savpir, 
par le point B un plan parallele a DAE, par le poipt D 
un plan par^ll^le a B.^, et par le poinf E un plan p?iral- 
lele a BAD. Les rencontres mutuelles de ces pl^ns forme- 
rpnj le paral|elipipede depande. 
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PROPOSITION III. 



THEOREME. 




Dans tout parallilipipede , les diagonales se coupent 
inutuellement en deux parties dgales! 

E ji En effel, imaginons deux diagonales EC, 

AG, menees Tune et Taulre par des som- 
mets opposes ; puisque AE est egale et pa- 
rallele a CG , la figure AEGC est un paral- 
lelogramme ; done les diagonales EC, AG, 
B ~c se couperont mutuellement en deux parties 

egales. On demontrera de meme que la diagonale EC et une 
autre DF se couperont aussi en deux pa^rties egales ; done 
les quatre diagonales se couperont mutuellement en deux 
parties egales, en un meme point. 

Ce point O est appele le centre de figure du paralle- 
lipipede , parce que toute droite MON qui passe par ce 
point , et qui est terminee de part et d'autre a la sur- 
face du solide, est divisee au point O en deux parties 
egales. 

En effet, menons les droites MH, NB; les triangles MOH, 
NOB, ont le c6te OH egal au cote OB; Tangle MOH, egal 
a Tangle NOB; epfin J^p 4fPite9 ]VIf|> I*J^B, etant paf alleles, 
pppp}^ ^^[^tersfctjpn^ 4^ fjppx plj^ns paralleles par un troi- 
si|*^e, le^ pqglfS ]^H0, QPN, sont egaux, les triangles 
MPP, JSQP, sppt 4pnc egau3^, done 0|M=ON. 

, PHQPOgJTION lY. 

rHEOR]&ME. 

Do/is tout prisrne ABCI, les sections NOPQR, 
STVXY, fai(f^ par des plans paralliies^ sont des poljr-i 
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Gir les c^t^s NO, ST, sont parall^les, 
comme etant les intersections de deux plans 
parallel's par un troisi^mc plan ABGF; 
ces memes c6tes NO, ST, sont compris 
entre les parall^les NS, OT qui sont des 
G6tes du prisme; done NO est egal a ST. 
Par une semblable raison, les cotes OP, 
PQ, QR, etc., de la section NOPQR,.sont 
egaux respectivement aux cotes TV, VX, 
XY, etc., de la section STVXY. D ailleurs 
«es c6tes egaux etant en m^me temps paralleles, il s'ensuit 
que les angles NOP, OPQ, etc., de la premief e section, 
sont egaux respectivement aux angles ST\\ TVX, etc., de 
la seconde. Done les deux sections NOPQR, STVXY, sont 
des polygones egaux. 

Corollaire. Toute section faite dans un prisme parall^- 
lement a sa base, est 6gale a cette base. 




PROPOSITION V. 



THEOREME. 



Le plan qui passe par deux aretes opposies FB, DH, 
du paralUlipipede AG, decompose ce paralldlipipide en 
deux prismes triangulaires iquivalents. 

iC Par les sommets B et F menez per- 

pendiculairement au c6te BF les plans 
a Barfc, Fehg , qui rencontreront d'une 
J part en «, c?, c, de I'autre en c, A, g^ les 
trois autres c6tes A£, DH, CG, du meme 
parallelipipede ; les sections Bade, Fekg, 
Q seront des parallelogrammes egaux. Ces 
, sections sont egales, parce qu'elles sont 
faites par des plans perpendiculaires a 
une m^me droite , et par consequent paralleles ; elles sont 
des parall^logranmies, parce que deux c6te^ opposes d*une 
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meme section aB, rfc, sont les intersections de deux plans 
paralleles ABFE, DCGH, par un meme plan. 

Par une raison semblable , la figure Bae¥ est un paral- 
lelogramme, ainsi que les autres faces laterales BFgr, celh^y 
adhe, du solide hade Fekg ; done ce solide est un prisme ; 
et ce prisme est droit , puisque le cote BF est perpendi- 
culalre au plan de la base. 

Cela pose, si par le plan BFHD on divise le prisme droit 
BA en deux prismes triangulaires droits oRrleYh^ BclcFhg; 
je dis que le prisme triangulaire oblique ABDEFH sera 
equivalent au prisme triangulaire droit aBdeFk. 

En effet, ces deux prismes ay ant une paitie comfnune 
ABDAcF, il sudGra de prouver que les parties restantes, sa- 
voir, les sol ides BaADdy F^EHA, sont equivalents enlre eux. 

Or, k cause des par^llelogrammes ABFE, dBFcy les cotes 
AE, acy egaux a leur parallele BF, sont egaux entre eux ; 
ainsi, en otant la partie commune Ae, il restera Aa = E^. 
On prouvera de meme que Drf = HA. 

Maintenant, pour operer la superposition des deux so- 
lides BaAD^^ FeFRhy placons la base Fek sur son egale Beid; 
alors le point e tombant en a, et le point k en dy les cotes 
cE, hH, tomberont sur leurs egaux aA, dDy puisqu'ils sont 
perpendiculaires au meme plan Bad. Done les deux solid es 
dont il s'agit co'incideront entierement Tun avec I'autre; 
done le prisme oblique BADFEH est equivalent au prisme 
droit BadFek. 

On demontrera semblablement que le prisme oblique 
BDCFHG est equivalent au prisme droit BdcFhg. Mais les 
deux prismes droits BadFchy BdcFhg sont egaux entre eux, 
puisqu'ils ont meme hauteur BF, et que leurs bases Bady 
Brfc, sont les moities d'un meme parallelogi^amme*. Done ♦ i. 
les deux prismes triangulaires BADFEH, BDCFHG, equiva- 
lents a des prismes egaux, sont equivalents entre eux. 

Corollaire I. Tout prisme triangulaire ABDHEF est la 

moitie du parallelipipede AG, construit sur le meme angle 

solide A, avec les memes aretes AB, AD, AE. 

13 
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Corollaire II. Tout prisme triangulaire oblique, et par 
suite tout prisme oblique, est equivalent a un prisme droit 
ayant pour base la section faite perpendiculairement aux 
aretes du prisme (qu'on appelle section droite) et pour hau- 
teur Tune des aretes laterales du prisme. 

PROPOSITION VI. 

THEOR&ME. 

Si deux parallilipipedes AG, AL, ont une hose com- 
mune A BCD, et que leurs hoses supirieures EFGH, 
IKLM, soient comprises dans un meme plan et entre 
les mimes paralliles EK, HL, ces deux paralUlipipides 
seront iquix^alents entre bux. 

Je dis d'abord que le prisme 
triangulaire AEIDHM est egal au 
iTi prisme triangulaire BFKCGL. 

En eflet, AE est egal a BF comme 
c6tes opposes d^un parallelogram- 
me ; AI est egal a BK par la meme 
x B raison ; enfin les angles EAI, FBK, 

sont egaux comme ayant les c6tes paralleles ; done les trian- 
gles EAI, FBK sont egaux. Les parallelogrammes AH, BG 
sont egaux comme faces opposees d'un parallelipipede ; les 
parallelogrammes IH , KG , sont egaux, car EH = FG, EI 
= FK, et Tangle HEI = GFK. 

Les trois faces qui aboutissent au point E sont done 

egales aux faces qui aboutissent en F ; de plus , les angles 

solides E, F, ayant les angles plans egaux chacun a chacun 

* X. et semblablement disposes, sont egaux; done* aussi les 

prismes AEIDHM, BFKCGL, sont egaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM, il rcs- 
tera le parallelipipede AIL ; et si du meme solide AL on re- 
tranche le prisme BFL, il restera. le parallelipipede AEG ; 
done les deux parallelipipedes AIL, AEG, sont equivalents 
entre eux. 
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PROPOSITION VII. 




THEORSMB. 

Deux parallilipipides de mime base et de mime liaur 
teur sont iqiu%^alents entte eux. 

Soit ABQ3 la base commune 
aux deux parallelipipedes AG , 
AL; puisqu'ils ont meme hau- 
teur , leurs bases superieures 
EFGH, IKLM, seront sur le 
m^me plan. De plus les c6tes 
EFet AB sont egaux et paral- 
Idles, il en est de ra^me de IK. 
et AB; done EF est egal et parallMe k IK : par une raison 
semblable GF est egal et parallele k LK. Soient prolonges 
les c6tes EF, HG ainsi que LK, IM, jusqu*^ ce que les uns 
et les autres forment par leurs intersections le paralUlo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parall6logramme sera 
egal a chacune des bases EFGH, IKLM. Or, si on imagine 
un troisidme paralldlipipdde qui, avec la m^me base infe- 
rieure ABCD, ait pour base superieure NOPQ, ce troisidme 
paraUdlipipdde serait equivalent au paralldlipipMe AG*,, 
puisque, ayant mdme base inferieure, les bases superieures 
sont comprises dans un m^me plan et entre les paralldles 
(tQ , FN. Par la m^me raison , ce troisieme parallelipipede 
serait Equivalent au parallelipipede AL ; done les deux pa- 
rallelipipedes AG, AL, qui ont m^me base et meme hau- 
teur, sont equivalents entre eux. 

PROPOSITION vm. 



THEOREMS. 



Tovt paralMlipipMe pent etre cliangi en un paralli- 
lipipMe rectangle iquwalent qui aura meme hauteur et 
une base ^Quwalente. 



13. 
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Soit AG le paralle- 
lipipede propose ; des 
points A, B, C, D, me- 
nez AI, BK, CL, DM, 
perpendiculaires au 
plan de la base , vous 
formerez ainsi le pa- 
rallellpip^de AL equivalent au parallelipipede AG, et dent 
ies faces laterales AK, BL, etc., seront des rectangles. Si 
done la base A6CD est un rectangle, AL sera le paralleli- 
pipede rectangle equivalent au parallelipipede jropose AG. 
Mais si ABCD n'est pas un rectangle, menez AO et BN per- 
pendiculaires sur CD, ensuite OQ et NP perpendiculaires 
sur la base, vous aurez le solide ABNOIKPQ, qui sera un 
parallelipipede rectangle : en eflet, par construction, la base 
ABNO et son opposee IKPQ sont des rectangles; Ies faces 
laterales en sont aussi, puisque Ies aretes AI, OQ, etc., 
sont perpendiculaires au plan de la base ; done le solide AP 
est un parallelipipede rectangle. Mais Ies deux parallelipi- 
p^des AP, AL, peuvent etre censes avoir meme base ABKI 
et m^me hauteur AO, done ils sont equivalents; done le 
parallelipipede AG, qu'on avait dVbord change en un pa- 
rallelipipede equivalent a AL, se trouve de nouvcau change 
en un parallelipipede rectangle equivalent a AP, qui a la 
m^ilie hauteur AI, et dont la base ABNO est equivalente a 
la base ABCD. 



PROPOSITION IX. 



THEORiMB. 



Deux paralUlipipedes rectangles AG, AL, qui ont 
la meme base ABCD, sont entre eux comme leurs hau- 
teurs AE, AI. 




UVR£ VI. 197 

Supposons d'abord que les hauteurs AE , 
AI , soient entre elles comme deux nombres 
entiers, par exemple, comme 1 5 est a 8. On 
divisera AE en i5 parties egales, dont AI 
coDtiendra 8, et par les points de division 
•^9 /9 ^y ^^^M ^^ menera des plans paralldles 
^ a la base. Ces plans partageront le solide 
AG en 1 5 parallelipipedes partiels qui seront tons egaux 
entre eux , comme ayant des bases egales et des hauteurs 
egales; des bases egales, parce que toute section comme 
MIKL, faite dans un prisme parall^lement a sa base ABCD, 
est egale a cette base * ; des hauteurs egales, parce que ces 
hauteurs sont les divisions memes A^, xy^ yZy etc. Or, de 
ces \ 5 parallelipipedes egaux, 8 sont contenus dans AL ; 
done le solide AG est au solide AL comme i5 est a 8, ou en 
general comme la hauteur AE est a la hauteur AI. 

Si les hauteurs AE et AI etaient incommensurables, on 
prouverait, comme il a ete dit (liv. II, pr. 18), que leur 
rapport serait toujours egal a celui de& parallelipipedes. 

Remarque. Dans un parallelipipede rectangle, si a, i, c 
sont Irois aretes contigues, et qu'on* prenne Tune d'elles 
pour la hauteur, les deux autres forment les deux dimen- 
sions de la base. 



4. 



PROPOSITION X.. 



THEOREME. 



Deux paralUlipipides rectangles P et V qui ont une 

dimension commune sont entre eux comme les produits 

de leurs autres dimensions, ou autrement deux paraU 

Idlipipides rectangles de mime hauteur soht entre eux 

comme leurs bases. 

> Soient a. A, c les trois dimensions du parallelipipede P ; 
ct\ i', c celles de F. 
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Formons un troisi^me parallelipipede rectangle P'' dont 
les dimensions soient a, 6, c . 

Les parallelipipedes P et F' ay^nt deux dimensions com- 
munes a el b sont entre eux comme les hauteurs c et c ; 

ainsi on a : 

P c 

F 7 

Par la m^me raison on a : 

r b 

Multipliant par ordre, et divisant par P" les deux termes 
du premier rapport, il vient : 

On sait d*ailleurs qae les bases B, B' des deux paralleli- 
pipedes sont entre elles comme les produits b X c^ i/ X c \ 

done aussi : 

P B , X 

PROPOSITION XI. 

THEOaiME. 

Deux paralldlipipides rectangles 1? etV sont entre 
eux comme les produits de leurs bases par leurs fiau- 
teurSy ou comme les produits de leurs trois dimensions. 

Soient H la hauteur du parallelipipede P, a et & les deux 
dimensions de la base B. 

Soient de meme H' la hauteur du parallelipipede F, 
a' et b' les deux dimensions de la base B'. 

Soit P* un troisi^me parallelipipede ayant pour hauteur 
H, et B' pour base. 

Les parallelipipedes P et F' ayant m^me hauteur, on a, 
d^pr^s le theor^me precedent : 

P _ B 
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Les parallelipipedes F' et P ayant meme base, on a* 

p;;_H 

Multipliant par ordre et divisant les deux termcs du pre- 
mier rapport par P", il vient : 

P^ BxH 

F~B'XH'* ^'^ 

On sait d'ailleurs que les bases B et B' sont entre eiles 
comme les produits a X i, a X b\ 

BxH axbxU 



On a done 



B'xH'""axA'xH" 



V V 1 ♦ P fl X A X H , . 

d ou 1 on conclut =rr = tzttTZTjI'' iV 



MESUEB DU PARALLELIPIPEDE RECTANGLE. 

Mesurer nn parallelipipede rectangle P, c'est ti*ouver son 
rapport a un certain parallelipipede rectangle p pris pour 
unite. 

Or la proportion (2) montre que, pour obtenir ce rap- 
port, il faut evaluer a, b, H, a , b\ H' avec une meme unite 
linealre, et diviser le produit des trois premiers nombres 
par le produit des trois autres. 

Le calcul se simplifie beaucoup en prenant pour unite de 
volume F, le cube dont le cote est Funite lineaire; car alors 
les nombres qui representent a , b\ H' se reduisent ii Fu- 
nite, et la proportion (2) devient : 

P aXbxR 

d*ou Fon voit que la mesure du parallelipipede rectangle 
est egale au produit de ses trois dimensions. 

Remarquons que le produit a X b indique combieu de 
fois la base B du parallelipipede P contient le carre fait sur 
Funite lineaire. 

La mesure du parallelipipede rectangle est done aussi 
egale au produit de sa base par sa hauteur (en prenant pour 



aOO GEOMETRIB. 

unite de surface le carre fait sur Tunite de longueur^ et pour 
uniti de volume le cube construit sur cette meme unite ) . 
Applications, — i* Soient a = a^jSi, b = 3",t5, 
H = !2'",45; la mesure du parallelipip^de sera 

2,5i X 3,25 X a, 45 ou 19,985875. 
Le volume du parallelipipede contiendra done 19 metres 
cubes, plus 985875 millioniemes de metre cube; ou bien 
19 metres cubes, 985 decimetres cubes, 875 centim. cubes. 
Car le decimetre cube est la millieme partie du metre cube, 
et le centimetre cube en est la millionieme partie. 

Mitres carr^ mttr* 

a® Soient B = a5,5i, et H = ia,5 ; la mesure du paral- 
lelipipede seraa5,5i X 12, 5, ou 3i8,875; le volume du 

mitres cubes. 

parallelipipede rectangle sera done 318,875. 

PROPOSITION xn. 

TIIEORiME. 

La ifiesure dun paralldlipipide , et en general la 
mesure (funprisme quelconque, est igale auproduit de 
sa hose par sa hauteur. 

Car I® un parallelipipede quelconque est equivalent a un 
parallelipipede rectangle de m^me hauteur et de base equi- 

• 8. valente *. Or la mesure de celui-ci est egale a sa base mul- 

tipliee par sa hauteur; done la mesure du premier est pa- 
reillement egale au produit de sa base par sa hauteur. 

2*^ Tout prisme triangulaire est la moitie du parallelipi- 
pede construit de mani^re qu'il ait la meme hauteur et une 

* 5. base double *. Or la mesure de celui-ci est egale a sa base 

multipliee par sa hauteur ; done celle du prisme triangulaire 
est egale au produit de sa base, moitie de celle du paralleli- 
pipede, multipliee par sa hauteur. 

3® Un prisme quelconque pent etre partage en autant de 
prismes triangulaires de meme hauteur qu'on pent former 
de triangles dans le polygone qui lui sert de base. Mais la 
mesure de chaque prisme triangulaire est egale a^ la base 
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iDuldpliee par sa hauteur ; et puisque la hauteur est la m^me 
pour tous, il s'ensuit que la somme de tousles prismes par- 
tiels sera egale a la somme de tous les triangles qui leur 
serventde bases, multipliee par la hauteur commune. Done 
la mesure d'un prisme polygonal quelconque est egale au 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Tout prisme etant equivalent au prisme 
droit, qui a pour base la section droite, et pour hauteur une 
des aretes, aura aussi pour mesure le produit de la section 
droite par la longueur d'une des areCes. 

Corollaire II. Si on compare deux prismes qui out meme 
hauteur, les produits des bases par les hauteurs seront 
comme les bases; done deux prismes de mime hauteur sont 
entre eux comme leur s hoses; par une raison semblable, deux 
prismes de mime base sont entre eux comme leurs hauteurs, 

PROPOSITION xm. 



J. 



THEOREMB. 



Si une pjrramide S A ECDE est coup6e par un plan 
abd parallile a sa bascj 

I® Les cdtis SA, SB, SC,.... 6^ la hauteur SO, 
seront diy^isis proportionnellemerU ^/i a, b, c,.... e^ o ; 

a^ La section abode s^ra unpolygone semblable a 
la base ABCDE. 

Gir I** les plans ABC, abc^ etant paral- 
leles, leurs intersections AB, aby par un 
troisi^me plan SAB, seront paralleles*; ♦ t5, 5. 
done les triangles SAB, Sa£, sont sem- 
blables, et on a la proportion 

SA_SB. 
Sa~SA' 
on aurait de meme 
SB_SC 
Si "~ Sc' 
et ainsi de suite. Done tous les cdtes SA, SB, SC, etc., sont 
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coupes pToportioimeUemeDt en a, b, c, etc. La hauteur SO 
est eoupee dans la m^nie proportion au point o ; car BO et 
bo sent paralleles, et ainsi on a 

S0_ SB 

So SA" 
a' Puisqne ab est parall^le ik AB, be 4 BC, cd k CD, etc., 
!. 'angle abc ^ ABC, Tangle bed ^ BCD, et ainsi de suite. De 
plus, a cause des triangles semblables SAB, Sa£, on a 

AB_SB 

ab S6' 
et & cause des triangles semblables SBC, SAc, on a 

SB_ BC ' 

Sb be' 

AB BC 



doDG 



■ be' 



BC CD 
on aurait de m^nie -r- ^ — r, et ainsi de suite. Done les 

polygenes ABCDE, abcde, ont les angles cgaux cliacun a 
chacuQ et les c6les homologues proportionnels; done ila 
sont semblables. 

Corollaire. Soient 
SABCDE, TXYZ, 
deux pyramides qui 
ont mdme hauteur, et 
dont les bases soot si- 
tuees dans uu m£me 
plan : si on coupe ces 
pyramides par un md- 
me plan paralUle au 
plan des bases , et qu'il en resulte les sections abcde, xys, 
je dis que les sections abcde, xyz, seront entre eiUs comiiie 
^ Ac«* ABCDE, XYZ. 

Car les polygenes ABCDE, abcde, eiant semblables, 

ABCDE ab' 
on a — ; — T— = =^a ; 

abcde ab 
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mais 



done 



AB 
ab 



SB 

Sb 



SO 
So' 

>3 



on aurait de meme 



d'ou Ton conclut 



ABCDE^ 

abode 


SO 

= a' 

So 


XYZ 

xyz 


so' 

: a> 

So 


ABCDE 


XYZ 



abode xyz 

Done y si les bases sont equivalentes , les sections faites a 
egale hauteur sont aussi equivalentes. 

PROPOSITION XIV. 

THBORSMB. 

Deux pyramides triangulaires qui ont des bases 
iipiikfaleijUes et des hauteurs igales, sont iquii^alentes . 

Soient SAfiC, sabc 
les deux pyramides 
dont les bases ABC , 
abc que nous sup- 
posons placees sur 
un m^me plan , sont 
c equivalentes et qui 
ont meme liauteur 
TA; si ces pyramides 
ne sont pas equivalentes, soit sabc la plus petite, et soit kx 
a hauteur d*un prisme qui, etant construit sur la base ABC, 
^erait ^gal a leur difierence. 

Divisez la hauteur commune AT en parties egales plus 
petites que Ar, et soit k une de ces 'parties; par les points 
de division de la hauteur, faites passer des plans paralleles 
an plan des bases ; les sections faites par chacun de ces plans 
dans les deux pyramides serout equivalentes*, telles que 
DEF et def, GHI et ghi^ etc. Cela pose, sur les triangles 
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ABC, DEF, GHI, etc., pris pour bases, construisez Jes 
prismes exlerieurs qui aient pour aretes les parties AD, DG, 
GK, etc., du cote SA; de meme sur les triangles defy ghi^ 
klnzj etc., pour bases, construisez dans la seconde pyramide 
des prismes interieurs qui aient pour aretes les parties cor- 
respondantes du c6te sa ; tous ces prismes partiels auront 
pour hauteur commune k. 

La somme des prismes exterieurs de la pyramide SABC 
est plus grande que cette pyramide ; la somme des prismes 
interieurs de la pyramide saLc est plus petite que cette pyra- 
mide ; done par ces deux raisons la diflerence entre les deux 
sommes de prismes devra ^tre plus grande que la difference 
entre les deux pyramides. 

Or a partir des bases ABC, aJc, le second prisme exte- 
rieur DEFG est equivalent au premier prisme iutericur 
defa^ puisque leur bases DEF, def, sont equivalentes et 
qu'ils ont une meme hauteur k ; sont equivalents, par la 
meme raison, le troisi^me prisme exterieur GHIK et le se- 
cond interieur ghid, le quatrieme exterieur et le troisieme 
interieur; ainsi de suite jusqu'au dernier des uns et des au- 
tres. Done tous les prismes exterieurs de la pyramide 
SABC, a Texception du premier ABCD, ont leurs equiva- 
lents dans les prismes interieurs de la pyramide sabc. Done 
le prisme ABCD est la difference entre la somme des pris- 
mes exterieurs de la pyramide SABC et la somme des pris- 
mes interieurs de la pyramide sabc; mais la difference de 
ces deux sommes est plus grande que la difference des deux 
pyramides ; done il faudrait que le prisme ABCD fiit plus 
grand que le prisme ABCX; or, au contraire, il est plus pe- 
tit, puisqu'ils ont une meme base ABC, et que la hauteur k 
du premier est moindre que la hauteur Ar du second. Done 
' rhypothese d*oi!i Ton est parti- ne saurait avoir lieu ; done 
les deux pyramides SABC, sabc, de bases equivalentes et de 
hauteurs egales, sont equivalentes 
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PROPOSITION XV. 

THEORl&MB. 

Toute pjrramide triangulaire est le tiers du prisme 
triangulaire de mime base et de meme hauteur. 

Soient SABC une pyramide triangulaire , 
ABCDES un prisme triangulaire de meme 
base et de meme hauteur ; je dis que la py- 
ramide est le tiers du prisme. 

Retranchez du prisme la pyramide SABC, 
il restera le solide SACDE, qu'on peut 
considerer comme une pyramide quadran- 
gulaire dont le sommet est S, et qui a pour 
base le parallelogramme ACDE; tirez la diagonaleCE, et 
oonduisez le plan SCE qui partagera la pyramide quadran- 
gulaire en deux pyramides triangulaires SACE, SDCE. Ces 
deux pyramides ont pour hauteur commune la perpendicu- 
laire abaissee du sommet S sur le plan ACDE; elles ont des 
bases egales, puisque les triangles ACE, DGE, sont les deux 
moities du meme parallelogramme ; done les deux pyramides 
SACE, SDCE, sont equivalentes entre. elles ; mais la pyra- 
mide SDCE etla pyramide SABC ont des 'bases egales ABC, 
DES ; elles ont aussi meme hauteur, car cette hauteur est la 
distance des plans paralleles ABC, DES. Done les deux py- 
ramides SABC, SDCE, sont equivalentes; mais on a de- 
montre que la pyramide SDCE est equivalente a la pyra- 
mide SACE; done les trois pyramides SABC, SDCE, SACE, 
qui composent le prisme ABD, sont equivalentes entre 
elles. Done la pyramide SABC est le tiers du prisme ABD, 
qui a meme base et meme hauteur. 

Corollaire. La mesure d'une pyramide triangulaire est 
egale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 
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PROPOSITION XVI. 



« 



THBOREME. 



Toute pframide SABCDE a pour mesure le tiers 
duproduit de $a base ABCDE par sa liauteur SO. 

s Car, en faisant passer les plans SEB, 

SEC, par les diagonales EB, EC, on divisera 
\ la pyramide polygonale SABCDE en plu- 

i \ sieurs pyramides triangulaires qui auront 

\ \ toutes la m^me hauteur SO. Mais , par le 
a/- ■■'/ / A v'-'-A theor^me precedent, chacune de ces pyra- 
\^// \\ / mides se mesure en multipliant chacune 

]f ^ des bases ABE, BCE, CDE, par le tiers de 

sa hauteur SO ; done la somme des pyramides triangulaires, 
ou la pyramide polygonale SABCDE , aura pour mesure la 
somme des triangles ABE, BCE, CDE, ou le polygoue 
ABCDE, multiplie par \ SO ; done toute pyramide a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme de 
mdme base et de m^me hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de memie hauteur sont 
entre elles comme leurs bases, et deux pyraipides de m^me 
base sont entre elles comme leurs hauteurs. 

Scolie. On pent evaluer le volume de tout corps polyedrc 
en le decomposant en pyramides, et cette decomposition 
pent se faire de plusieurs mani^res : une des plus simples 
est de faire passer les plans de division par le sommet d'un 
m^me angle solide ; alors on aura autant de pyramides par- 
tielles qu*il y a de faces dans le poly^dre, excepte celles qui 
forment Tangle solide d'oti partent les plans de division. 

Ces pyramides elles-memes pourront ^tre decomposees 
en tetra^dres, en divisant leurs bases en triangles. 

PROPOSITION xvn. 

THEORiME. 

Si une pyramide est coupie par un plan parallUe 
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a sa hose , le tronc qui reste en Stoat la petite pyra- 
mide est igal a lasommede trois pjrramides qui au- 
raient pour liauteur commune la /lauteur du tronc, 
el dont les bases seraient la base infdrieure du tronc y 
sa base supMeure, et une mojrenne proportionnelle 
entre ces deux bases. 

Soit SABCDE unepyramide 
coupee par le plan rz&e/paral- 
lele a la base; soit TFGH une 
pyramide triangulaire dont la 
base et la hauteur soient cgales 
ou equivalentes a celles de la 
pyramide SABCDE. On peut 
supposer les deux bases si- 
tuees sur un meme plan; et alois le plan /lA//, prolonge, 
deteiminera dans la pvraniide triangulaireune section fff/ij 
situee a la meme hauteur au-dessus du plan commun d«s 
bases ; d*ou il resulte que la section fgh est a la section abd 
comma la base FGH est a la base ABD.^; et puisque les 
bases sont equivalentes, les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabale^ '7^''^ ^"^ done equivalentes, puisqu'elles 
ont meme hauteur et des l>ases equivalentes. Les pyramides 
eptieres SABCDE, TFGH, sont equivalentes par la meme 
raisou; done les troncs ABD//«A, FGH///g',.sont equivalents, 
et par consequent il suffira de demontrer la proposition 
enoncee, pour le seul cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit FGHfifg un tronc de pyramide 
triangulaire a bases paralleles; par les 
trois points F, g^ H, conduisez le plan 
F/°'H, qui retranchera du tronc la py- 
ramide triangulaire ^FGH. Cctte pyra- 
B mide a pour base la base inferieure FGH 
du tronc, elle a aussi pour hauteur la 
hauteur du tronc, puisque le sommet^ 
est dans le plan de la base superieure fgh. 
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Apr^s avoir relranche cetle pyramide, il restera la pyra- 
mide ^uadrangulaire gfhHFy dont le sommet est ^ ct la base 
/XHF. Par les trois points f, gyKy conduisez le plan fgR^ 
qui partagera la pyramide quadrangulaire en deux triangu- 
laires gF/H, g/TiH. Cette derniere a pour base la base su- 
perieure gfh du tronc, et pour hauteur la hauteur du tronc, 
puisque son sommet H appartient a la base inferieure : 
ainsi nous avons deja deux des trois pyramides qui doivent 
composer le tronc. 

. II reste a considerer la troisieme gVfR : or, si on mene 
^K parallele ayF, et qu^on imagine une nouvelle pyramide 
fFHKj dont le sommet est K, et la base F/H, ces deux py- 
ramides auront m^me base F/H ; elles auront aussi meme 
hauteur, puisque les sommets ^ et K sont situes sur une 
ligne ^K parallele a F^, et par consequent parallele au plan 
de la base ; done ces pyramides sont equivalentes. Mais la 
pyramide /FKH pent etre consideree comme ayant son 
sommet en /*, et ainsi elle aura meme hauteur quele tronc: 
quant a sa base EKH, je dis qu'elle est moyenne propor- 
tionnelle entre les bases FGH,y^A. En effet, les triangles 
FHK,/^A, ont un angle egal F = /", et un c6te egal FR = 
^; on a done 

FHK FH 







fgA 


/^' 


^"^ • 




FHG 


FG 


On a aussi 












FHK. 


FK ou fg 


Mais les triangles 


semblables FGH,^A, donnent 






FG 


FH 






fg~ 


-/•A' 


dnnr* 




FGH 


FHK 

■ ■ , ■ 



FHK fgh ' 

et ainsi la base FHK est moyenne proportionnelle entre 
les deux bases FGH, fg/i. Done un tronc de pyramide 
triangulaire, a bases paralleles,.equiyaut a trois pyramides 
qui ont. pour hauteur commune la hauteur du tronc, et 
dont les bases sont la base inferieure du tronc, sa base su- 
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p^rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

PROPOSITION XVffl. 

THEORiME. 

Si on coupe unprisme triangulaire dont ABC est la 
base, par un plan DES inclini it cette base, le. solide 
ABODES, quirisulte de cette section, sera igal a la 
somme des trois pjrramides dont les sommets sont 
D, E, S, et la base commune ABC. 

Par les trois points S, A, C, faites 
passer le plan SAC , qui retranchera du 
prisme tronque ABCDES la pyramide 
triangulaire SABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point S. 

Apr^s avoir retranche cette pyramide, 
il restera la pyramide quadrangulaire 
SACDE, dont S est le sommet, et ACDE 
la base. Par les trois points S, E, C, me- 
nez encore un plan SEC, qui divisera la pyramide quadran- 
gulaire ea deux pyramides tciangulaires SACE, SCDE. 

La pyramide SAEC, qui a pour base le triangle AEC et 
pour sommet le point S, est ^quivalente a une pyramide 
EABCy qui aurait pour base AEC et pour sommet le point 
B. Car ces deux p^amides ont meme base ; elles ont aussi 
meme hauteur, puisque la llgne BS, ^tant parallele a cha- 
cune des lignes AE, CD, est parallele k leur plan ACE; 
done la pyramide SAEC est equivalente a la pyramide 
EABC, laquelle pent etre consideree. comme ayant pour 
base ABC et pour sommet le point E. 

La troisieme pyramide SCDE pent etre changee d'abord 
en ASCD ; car ces deux pyramides ont la meme base SCD ; 
elles ont aussi la m^me hauteur, puisque AE est parallele 
au plan SCD; done la pyramide SCDE est equivalente a 
ASCD. Ensuite la pyramide ASCD pent etre changee en 

14 
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ABCDy car ces deux pyrainides ont la base commune AQ); 
elles ont aussi la meme hauteur, puisque leurs sommets S 
et B sont situes sur une paralldle au plan de la base. Done 
la pyramide SGDE, equivalente k ASOD, est aussi equiva- 
lente ^ ABCD; or celle-ci pent etre regardee conmie ayant 
pour base ABC, et pour sommet le point D. 

Done enfin le prisme tronque ABCDES est egal 4 la 
somme de trois pyramides qui ont pour, base commune 
ABC, et dont les sonmoiets sont respectivement les joints 
D, E, S. 

Corollaire I. Si les aretes AE, BS, CD, sont perpendicu- 
laires au plan de la base, elles seront en meme temps les 
hauteurs des trois pyramides qui composent le prisme tron- 
que ; de sorte que la mesure du prisme tronque sera expn- 
meepar^ABCx AE-h lABC X BS -+-^ ABC X CD, 
quantity qui se reduit a i ABC X (AE -4- BS -f- CD). 

Corollaire II. La remarquc precedente con- 
duit a une autre expression de la mesure du 
prisme triangulaire tronque. 

Eh efFet, par un point M de Tarete AD, me- 
nons la section droite MNP. Ce plan decom- 
pose le solide en deux prismes triangulaires 
tronques qui peuvent ^tre consideres commc 
ayant pour base commune MNP, et dont les 
aretes sont perpendiculaires au plan de cettc 
base. ^ 

Or le volume MNPDEF a pour mesure 
(DM + EN + FP) ^ 




MNPx 

o 

le volume MNPABC a pour mesure 

xMj^^ (A»I-hNB 
MNP X -^ o— 



PC). 



le solide total a done pour mesure 

Ti^Tvm (AD -f- BE 

MNPx^ s- 



CF) 



Ainsi le volume d'uu prisme triangulaire tronque a pour 
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mesure le produit de la section droite par le tiers de la somme 
des trois aretes. 

Corollaire III. On pent encore trouver une autre expres- 
sion du volume du prisme triangulaire tronque, en s'ap- 
puyant sur le theoreme suivant que nous croyons devoir 
demontrer. 

Si des trois sommets du triangle ABC, on abaisse des per- 
pendiculaires sur le plan MN, et qu'on en abaisse une autre 
du point O, point de concours des medianes du triangle 
ABCn.onaFegalite 

Aa -f- B6 -4- Cc ' 



Oo^ 



3 



Remarquons d'abord que le point 
O est situe sur la mediane BD du 
triangle ABC, aux deux tiers de cette 
ligne k partir du point B. Celapose, 
abaissons du point D la perpendicu- 
laire Dd sur le plan MN, tirons la 
droite bod\ enfin menons &D. 

On aura dans le trapeze AC ac 

a Dt/ = Aa -+- Cc (i) 

Les triangles semblables DOH, DBi, donnent la propor- 




tion 



OH DO I ., ,^„ Bi 



(^) 



Les triangles semblables ^Ho, bUd^ donnent la proportion 

(3) 



Ho bo 2 J, , „ aDrf 

D5 = W = 3'*^°"^'"=-T- 



Ajoutant les egalites (2) et (3), on a 



Oo = 



BA -f- aDrf 



y et remplacant dans cette derniere 'iDd 



par sa valeur tiree de Tegalite (i), 
on a Oo = 77— 



Cc 



4 



O Ge point de concoun e»t le centre de gravite de i'aire du triangle. 

14. 
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Cela pose , soient h , A', A", les 
peipendiculaires abaissees ties 
points D, E, F sur le plan ABC, 
et H la perpendiculaire abaissee 
du centre de gravite du triangle 
DEF, sur le m^me plan. 

On a , d'apr^s le theoreme i8. 



volume ABCDEF= ABC X (^-^^^ + ^) , 



done volume ABCDEF = ABC X H. 

Ainsi le volume d'un prisme triangulaire tronque a pour 
mesure sa base multipliee par la perpendiculaire abais- 
see du centre de gravite de la base oppbsee sur la pre- 
miere. 

Remarque. Ce dernier theoreme s'applique egalement au 
volume d'un prisme tronque a base quelconque ; mais ne 
pent etre etabli que par des considerations etrangeres a la 
geometric pure. 




TH^ORIE DE LA STUETRIE. 



•A' 



A 



I. Deux points^A, A', sont syme- 
triques par rapport a un troisieme O, 
lorsque la droite AA' passe par le point O, et y est divisee 
en de'iix parties egales. 

Le point O est appele centre de syme- 
trie. 

II. Deux points A, A', sont symetriqnes 
par rapport a un plan P, lorsqu*ils sont 
situes sur une meme perpendiculaire au 
plan P, et a egale distance' de ce plan. Le 
pkn P est un plan de symetrie. 
^ III. Enfin deux points A, A', situes sur 
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IS 
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une raeme perpendlculaire a la 
droite MN, et a egale distance de 
MN, sont dits symetriques par rap- 
port a cette droite i qxion appelle 
€Lze de symetrie, 

lY. DeDX figures quelconques 
sont symetnques par rapport k un point, a un plan ou a 
une droite, lorsque tout point de Tune de ces figures a son 
symetrique sur I'autre. 

V. Deux figures F, F, symetriques par rapport a une 
droite MN, sont egales. Car si Ton fait tourner la figure F ^ 
autonr de MN, de mani^re que Tun quelconque de ses 
points A decrive un arc de i8o*, la ligne AP s^appliquera sur 
A'P, et le point A cotncidera avec son symetrique A'. 

Nous n*aurons done a nous occuper que de la symetrie, 
par rapport a un plan, et par rapport k un point. 



*'*' 



^" 



PROPOSITION XIX. 



THEOREMB. 



Si deux figures F', F", sont sjrmitriques de la figure 
F, par rapport aux centres O et 0\ ces figures sont su- 
per posables. 

En effet, soit A un point de la figure F, 
A' son symetrique par rapport au centre O, 
et A" son symetrique par rapport au centre 
O' ; si Ton tire 00', et A'A", on voit que A'A'' 
est parall^le a 00', et est le double de cette 
ligne. 

La figure F" n'est done autre que la figure 
A" F* qui s'est deplacee parallelement k 00', 
d'une quantite 6gale a a foia 00'. 
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PROPOSITION XX. 



THEORBME. 




Une figure F', symitrique de F par rapport a un plan 
P, est igale a la figure ¥", sjrmitrique de F par rapport 
a un point quelconque O du plan P. 

Soit A un point d^ la figure F, A' 
son homologue dans la figure F, et A" 
son homologue dans la figure ¥^. 

Si Ton m^ne les droites OD, A'A", 

et la droite OH perpendieulaire au 

plan P, on voit que celte demiere 

droite est perpendieulaire sur A' A", et 

-^ la divise en deux parties egales. 

Les figures F et F" sont done syme- 
triques par rapport a OH, done elles sont egales. 

Corollaire I. La figure F symelrique de F par rapport au 
plan P, est egale a la figure F symetrique de F par rapport 
a un centre O quelconque. 

Corollaire H. Les figures F, F', symetriques de F par 
rapport a deux plans P et Q, sont egales; car ell«s sont 
egales a la figure symetrique de F, par rapport a un centre 
pris arbitrairement. 

Remarque, Une figure F n'a qu'une seule sjTnetrique, 
quel que soit le centre ou le plan de symetrie. 

On pourrait done, s*il s'agissait seulement d*etudier la 
forme des figures, ne coiisiderer que la symetrie par rap- 
port a un point, ou par rapport a un plan. Mais il n'eu est 
plus de meme quand il s'agit de la disposition des figures, 
et par cette raison nous croyons devoir separer les deux 
tl'cories. 
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STl^TIUE PAR RAPPORT A UN PLAN. 
PROPOSITION XXI. 

THEOR]&ME. 

Une ligne droite AB a pour symitriqiie par rapport 

auplan MM, une autre ligne droite A'B' , et ces deux 

droites sont igalement inclinies sur le plan de sf- 

mdtrie. 

Prenbns sur la droite donnee 

deux points A et B , et determinons 

leurs symetriques A' et B' en abais- 

sant des points A et B des perpen- 

diculaires sur MN, et prolongeant 

ces perpendiculaires de longueurs 

egales a elles-memes ; tirons A'B' 

etCD. 

Pour demontrer que lout point O de la droite ;AB a son 

symetrique sur A'B', abaissons 01 perpendiculaire sur MN, 

et prolongeons cette ligne jusqu'a sa rencontre avec A'B. 

Si nous fai^ons tourner le quadrilatere ACBD autour de 

CD pour Tappliquer sur le plan CA'B'D, les angles ACD, 

A'CD etant droits, CA prendra la direction CA'; et comme 

CA = CA', le point A' tombera en A. Par la m^me raison 

BD s'appliquera sur DB' ; de sorte que AB coincidera avec 

A'B'. De plus, a cause des angles droits OIC, O'lC, 01 prendra 

la direction 10', et le point 6, devant tomber a la fois sur 

A'B' et sur lO, tombera en O'. On aura done 01 = 10' ; done 

enfiu O' est symetrique du point O. 

Si Ton tire les droites AH, A'B', les triangles rectangles 

ABH, A'B'H', sont egaux, comme ayant les c6tes de Tangle 

droit respectivement egaux. Done les angles BAH, B'A'H', 

qui mesurent les inclinaisons des droites AB, A'B', sur le 

plan MN, sont egaux. 

Corollaire. Iol m^me demonstration prouve que la ligne 




\ , 
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cor. 



AB, qui reunit deux points A et B est egale a la droitc A'B 
qui joint leurs symetriques. 

PROPOsmoN xxn. 

THBOBJCNB. 

L' angle de deux droites AB, AC, est igal a V angle 
formi par leurs symitriques A'B', A'C par rapport au 
plan MN. 

Remarquous d'abord que le point 

j3 de concours A des deux droites AB, 

AC, a pour symetrique le point A'; 





b. 



a. 
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sur A'C 
^ Cela pose, prenons sur AB et AC 

deux points B et C; soient B'etC leurs symetiiques; et 
menons BC, B'C. 

Les triangles ABC, A'B'C', sont equilateraux entre eux *" ; 
done Tangle BAC = B'A'C. 

PROPOSITION xxra. 

THROREME. 

Unplan a pour surface sjrmdtrique un* autre plan y et 
ces deux plans forment des angles igaux avec le plan 
desymitrie. ♦ 

Soit AB rintersection du plan 

MAB avec le plan de symetrie ABC, 

et conduisez par AB un plan ABM' 

^c qui forme avec le plan de symetrie 

le meme angle que le plan MAB. 

II s'agit de demontrer que tout 
point P du plan ABM a son syme- 
trique sur ABM'. 
Pourocia, abaissez P/i perpendiculaire sur ABQet pro- 
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longez cette Hgne jusqu^a sa rencontre V avec le plan ABM' ; 
puis, menez pi perpendiculaire sur AB, et joignez PI, VI, 

Les deux droites PI, PI sont perpendiculaires sur AB ; 
et les angles P^, Pip sont egaux comme mesurant les die- 
dres egaux MABC, M'ABG. Les triangles rectangles PI/;, 
P^Ip, sont done egaux comme ayant le c6te Ip commun, et 
un angle aigu egal; done Pp = Fp; done P' est le syme- 
trique de P. 

Remarque I. Si le plan dont il s'agit etait parallele au 
plan de symetrie ABC, il est evident qu'il aurait pour syme- 
trique un autre plan parallele a ABC, et a la meme distance 
de ce plan. 

Remarque U. II resulte de ce theor^me qu'un polyedre a 
pour figure symetrique un autre polyedre, puisqu^a chaque 
face plane du polyedre donne correspond dans la figure 
symetrique une face plane. 

PROPOSITION XXIV. 
theorAme. 

V angle diidre formi par deux plans ABC, ABD,. 
est igal a V angle formi par leurs symitriques A'B'C, 
A'B'D'. 

Kemarquons d'abord que la droite 
AB, intersection des deux plans ABC, 
ABDi, a pour symetrique A'B', inter- 
section des plans A'B'C, A'B'D'. 

Cela posei, au point B formons 
Tangle plan CBD qui mesure Tangle 
di^dre AB. 

Formons de meme au point K, 
symetrique de B, Tangle plan CBD' 
•^ qui mesure Tangle di^dre A'B'. 

La droite BD, situee dans le plan ABD, aura pour syme- 
trique une droite passant par le point B' et situee dans le 
plan A'B'D'. De plus, comme BD est perpendiculaire sur 
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AB, la droite symetrique de BD sera perpendiculaire sor 
A'B' * ; ce sera done BD'. On venra de m^me que B'C est 
symetiique de BC ; done Tangle CBD = CSV*. 



PROPOSITION XXV. 



THEOR]kBfB 




a3. 





ai et 
aa. 




IN 



i>' 



Deux poljrMres sjrmitriques par rapport a un plan 
ont i"* leurs faces igales cliacune a chacune; a' lews 
•Liv.5. anffles solides homologues^ sj-m^lriques*. 

I* Soient A, B, C, D, les som- 
mets d*une face de Fun des polye- 
dres ; on salt d^ja que leurs syme- 
triques A', B', C, D\ sont dans un 
meme plan *. De plus, les polyge- 
nes ABCD, A'B'CD' sont egaux, 
car ils ont les angles egaux et les 
c6tes 6gaux chacun a chacun *. 

2^ Deux angles solides homo- 
logues B et B" ont leui^ faces 
cgales*; en outre, leurs angles di^dres sont egaux chacun a 
chacun * ; enfin, si Ton fait coincider la face A'B'K sur son 
egale ABE, de mani^re que les autres ar^es des deux an- 
gles solides tombent d*un m^me c6te de la face commune, 
on reconnait que les autres angles plans des deux angles 
solides sont disposes dans un ordre inverse ; done Tangie 
solide B' est le symetrique de B. 

Corollaire. Si Ton decompose un poly^dre P en pyra- 
mides triangulaires qui aient toutes pour'sommet commun 
un des sonmiets du polyedre ; k chacune de ces pyramides 
correspondra, dans le polyedre symetrique F, une pyra- 
mide symetrique. 

On voit done que deux polyedres symetriques sont de- 
composables en un m^me nombre de tetraedres symetri- 
ques chacun k diacun. , 
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Scolie, Deux polyedres qui out leurs faces egales cha- 
ciine a chacune, et leurs angles solides symetriques , sont 
toujours dits sym^triquc^s^ quelle que soil la position qu'ils 
aient Tun par rapport k Fautre ; mais il y a lieu de remar- 
quer que la symetrie n'existe plus que quant a la forme des 
solides. 

A. B, Les angles solides homologues sont ceux dont les sommets sont syme- 
triques. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 

Deux poljldres symitriques sont dquwalerUs. 

En eflet , deux polyedres symetriques 
pouvant se decomposer en un meme 
nombre de tetraMres symetriques, il 
suffit de prouver que deux tetraedres 
symetriques sont equivalents. 

Soil done SABC un tetraedre, et cons 
truisons son symetrique en prenant pour 
plan de symetrie Tune des faces ABC; 
les deux tetraedres SABC, S'ABC sont 
equivalents, car ils ont m^me base ABC, et les hauteup 
SO, S'O, sont egales. 




SYMtrWE PAR RAPPORT A UN POINT. 
PROPOSITION XXVII. 

THBOR]&ME. 

i 

Une ligne droile AB a pour symdtriquey par rapport 
au point O, une seconde droite A'B', parallUe a AB. De 
plus ces deux droites sont if^alentent distantes du 
point O. 
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Abaissons ilu point O uue perpendi- 

culaire OC sur AB, et prolongeons-la 

en sens contraire d*iine longoeur egale 

OC, puis par le point C, menons A'B^ 

paraHele a AB. 

Tout point A de AB a son symitrfquc sur A'B'; car si 

Ton tire la droite AOA', les triangles rectangles AOC, A'OC, 

sont egaujL, puisque OC = OC', et que les angles AOC, 

A'OC, sont ^gaux. 

AO est done 6gal k A'O, done le point A' est le symetrique 
du point A. 

Soit B un second point de AB, et B' son symetrique. Les 

deux triangles AOB, A'OB', ayant un angle egal compns ejitre 

c6tes respectivement egaux, sont egaux, done AB == A'B'. 

Ainsi la portion de droite qui joint deux points ^ et B, 

est egale k la droite qui joint leurs symetriques A' et B'. 

PROPOSITION xxvni. 

THEORiMB. 

V angle de deux droites est igal a tangle de leurs 
symitriques. 

Meme demonstration que pour la symetrie par rapport 
a un plan. 

PROPOSITION XXIX. 

theor£:me. 

< 

Un plan P a pour symitriquey par rapport au point 
O, un autre plan V^ parcdUle a P. En outre ces deux 
plans sont igalement distants du point O. 

Menons OA perpendiculaire sur le 
plan P, et prolongeons cette droite en 
sens contraire d'une longueur OA = 
OA, puis par le point A', menons un 
plan P' parallele i P. 

Je dis que tout point B du plan P a 
son symetrique fiur P', En eflet si Ton 
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tire la drolte BOB', les triangles AOB, A'OB', sont egaux. 
Car OA = OA' et les angles AOB, A'OB' sont egaux. 

On en conclut que OB = OB", et qu'ainsi le point B' est 
le symetrique du point B. 



PROPOSITION XXX. 

THEOREME. 



L' angle diedre for mi par deux plans est igal a Van," 
gle dikdre for mi par leurs sjrmdtriques. * 

Meme demonstration que pour la sjunetrie par rapport a 
un plan. ' 



PROPOSITION XXXI. 

THEOREMS. 



Deux poljridres sjrmitriques par rapport a un pointy 
ont leurs faces respectwem^nt igales , et leurs angles 
solides homologues sjthitriques. 

Meme demonstration que pour la proposition 20. 

Remarque. Deux pclyedres symetriques sont decompo- 
sables en un meme nombre de tetraedres symetriques deux 
a deux. 

PROPOSITION XXXII. 



I 

' THEOREME. 



Deux tetraedres symetriques sont iquivalents. 

Soit SABC le tetra^dre donne, pre^ 
nons le point S pour centre de syme- 
trie, et constiniisons le tetraedr^ S A'B'C 
symetrique de SABC. 

En vertu du theoreme precedent, les 
triangles ABC, A'B'C, sont egaux ^De 
plus les plans ABC, A'B'C, sont paral- 
A^ leles et equidistants du point S. 
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Les tetraedres SABC, SA'ffC, sont done equivalents, 
conime ayant des bases egales et des hauteurs egales. 
Corollaire, Deux polyedres symetriques sont equivalents. 




DE LA SIKILITJUDE. 

* 

Nous appellerous polyedres semblables ceux qui sont 
compris sous uu m^me nombre de faces semblableg chacune 
a chacune, et dont les angles solideshomologuessont egaux. 
(On entend par angles solides homologues ceux qui sont 
formes par les faces semblables.) 

Les droites homologues de deux polyedres semblables 
sont celles qui joignent les sonunets homologues. 

PROPOSITION xxxni. 

^ THEOR^ME. 

Si Von diyise dans un meme rapport aux points f, g, h 
les aretes TF , TG , TH du titrakdre TFGH, et quon 
joigne fg, fh , gh , /e titrakdre Tfgh ainsi formi est 
semblable ai4 premier. 

En effet, les triangles Tfg, TFG, sont 
sc^piblables,' comme ayant un angle egal 
compris entre c6tes proportion nels ; par 
la meme raison Tgk est semblable a TGH, 
et T/A a TFH. De plus, les droites fg, 
gh eUnt paralleles a FG , GH , le plan 
fgh est paralUle au plan FGH, et le 
.triangle fgh est semblable a FGH *. 
Enfin deux angles solides homologues quelconques G, g, 
sont egaux ; car, a cause de la similitude des faces, ils ont 
leurs angles plans egaux chacun a chacun, et Ton voit en 
outre que ces angles plans sont semblablement places. Done 
les tetraedres ont leurs faces semblables et les angles solides 
homologues egaux, done ils sont semblables. 
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ScoUe. On peut remarquer que deux tetra^dres sembla- 
bles out toutes leurs ardtes homologues proportionnellcs. 

Reciproquement deux tetraedres qui out leurs aretes pro- 
portionnelles et semblablement placees, sont semblables; 
car de la proportionnalk^ des cotes on conclut immediate- 
ment la similitude des faces ; et les faces etant semblables et 
semblablement dispos^es, les angles solides homologues 
sont ^gaux, comme ayant leurs angles plans egaux cbacun < 
a cbacun et semblablement places. 

PROPOSITION XXXIV. 

THEOaiME. 

Deux titraidres SABC^ TDEF, qui ont un angle die- 
dre igal compris entre deux faces semblables et sem- 
blablement placdes, sont semblhbles. 

Supposons Tangle diedre SB 
egala Tangle diedre TE; le trian- 
gle SAB semblable a TDE, et SBC 
semblable a TEF. 
iQ 3t^ — j[ — -^f Les angles solides S et T sont 

egaux, comme ayant un angle die- 
B " dre egal compris entre deux faces 

egales et semblablement placees. Done Tangle ASC est egal 
a DTF. De plus, a cause de la similitude des triangles ASB 
et DTE, SBC et TEF, on a 

SB_ AS 
TE~DT 
SB_ SC 
^ TE""TF' 

J, , AS SC 

a ou — == — • 

DT TF 

Les triangles ASC, DTF sont done semblables comme ayant 

un angle egal compris entre c6tes proportionnels. 

On verrait de la meme maniere que les angles solides B 

et E sont egaux, et que ABC est semblable a DEF. Enfin les 
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angles solides A et C sont respectivement egaux aux angles 
D et F, comme ayant les angles plans egaux chacun a chacua 
etsemblablement places; done les tetraedres sont sembla- 
bles. 



j^ 



PROPOSITION XXXV. 

THBOaiMB. 




Deux poljridres semblables peiwent itre ddcompO' 
sis en un mime nombre de UtraMres semblables ^ et 
semblablement plcicis. 

Decomposons en trian- 
gles les faces du polyedre 
SEFGDABCy non adjacen- 
^ tesau sommet S; ces trian- 
gles seront les bases de te- 
traedres qui auront pour 
sommet conunun le point S, et dont la somme <;omposera le 
premier polyedre. 

Decomposons aussi en triangles et de la meme mani^re 
les faces du polyedre sefgdabc^ non adjacentes au sonmiet 
s homologue de S, et joignons le point s aux sonmiets de ces 
triangles ; ce second polyedre sera decompose en tetraedres, 
et il Skagit de montrer que ces tetraedres sont respective- 
ment semblables a ccux qui forment le premier polyedre. 
Si nous comparons les tetraedres SDCA, sdca, nous 
voybns que les triangles SDA, GDA, sont respectivement 
semblables aux triangles sda^ cda^ a cause de la similitude 
des faces EDAS, edas^ d*uiie part, et des faces CDAB, cdaby 
de Tautre ; de plus, Tangle diedre DA est egal a Tangle diedre 
da^ puisque les faces des deux polyi^dres sont egalement in- 
clinees ; done les deux t^tra^dres SDCA, sdca^ sont sembla- 
bles comme ayant un angle diedre egal compris sous deux 
faces semblables et semblablement disposees. 

Si nous passons aux tetraedres SDCF, sdcf^ nous voyons 
que les triangles SDC, sdc^ sont semblables comme faces 
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homolognes de tetra^dres seinblahles ; de mdme FDC est 
semblable a fdc^ a cause de la similitude dcs polygones 
FEDC, fedc. D'ailleurs les di^dres FDCA, fdca^ sont egaux 
par hypothese, et les diMres SDCA, sdca^ sont egaux, a 
cause dc la similitude des tetra^dres' SDCA* sdca\ done les 
angles di6dres FDCS, fdcs^ sont egaux comme differences 
d'angles diedres egaux; done, enfin *, les tetra^dres SDCF, * 3^- 
sdcf^ sont semblables, et ainsi de suite 

Remarque I. II faut remarquer que la decomposition 
precedente pent s'effectuer en partant de deux sommets ho- 
molognes quelconques. 

Remarque II. On conclut encore du thcor^me qui vient 
d'etre demontre, que, dans deux polyedres semblables, 
deux droites A, a, qui joignent des sonmiets homolognes, 
sont proportionnelles a deux aretes homologues, B, 6, des 
deux polyddres. 

£n efFet, les droites A, a, seront les aretes homologues 
de deux tetraddres semblables faisant partie des deux po- 
lyedres ; et ces tetraedres renfermeront necessairemeut deux 
aretes homologues C, c, des deux polyedres ; on aura ,donc 

A C 

■ ss — — • 

a c 

D'ailleurs, dans les polyedres semblables, les aretes ho- 
mologues sont proportionnelles a cause de la similitude des 
faces. 

On a done aussi ^ ^ 

c b 
A^B 
done enCn a b' 

PROPOSITION XXXVI. 

THEORBMB. 

Deux polyidres composes (tun mime nombre de ti* 
traedres semblables et semblablemerU disposis , orU les 

15 
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faces semblables cliacune a chacune, et les angles 
solides homologues igaux^ et par consequent sont 

semblables. 

Soient SABC, SADC, 
SCDFy.... les pyramides 
qui composent le ptemier 
poly^dre ; sabc^ sadc^ scdf^ 
les pyramides qui forment 
le second. 

I* Les triangles DCA, CAB, qui forment une face du pre- 
mier poly^dre, sont respectivement semblables aux triangles 
dca^ cabj sitnes k la surface du second poly^dre, a cause de 
la similitude des t£tra^dres. De plus, les triangles DCA, 
CAB, 6tant dans un m^me plan, je dis qu^il en est de m^me 
des triangles ti^ca, cab. 

En effet, k cause de la similitude des t^tra^dres SCAD et 
scad^ SABC et stdfc^ les angles di^dres SCAD, SCAB, sont 
respectivement ^gaux aux angles di^dres scad, scab ; or la 
sonmie des deux premiers est egale k deux droits; done la 
somme des deux derniers vaut deux droits ; done, enfin, les 
polygones DCBA, dcba^ sont semblables, conmie etant com- 
post d*un m^me nombre de triangles semblables et sem- 
blablement disposes ; et il en est de m^me des autres faces 
prises deux a deiix. 

a* On voit encore que Tangle di^dre SA, sonune des 
di^dres CSAD, CSAB, est egal a Tangle di^dre sa^ somme 
des angles di^dres csadj csab, respectivement egaux aux 
premiers ; et qu'en general deux angles diMres homologues 
des deux poly^res sont egaux comme ^tant les sonunes 
d^angles di^dres homologues de tetraddres semblables. 

II en resulte que deux angles solides homologues A et a 
sont egaux, car ils ontleurs faces egales chacune k chacune, 
semblablemeut disposees et egalement inclinees. * 

Scolie, La demonstration qui vient d'etre exposee justifie 
la definition qui a ete donnee des poly^dres semblables; 
car on pent toujours former des poly^dres cempos^s d'un 



LIVHE VI. 227 

m^me nombre de t^tra^res semblables et semblablement 
places. 

a En eflet d^composons le poly^dre 
SABDEFG' en pyramides triangulai- 
res, qui aient tontes leur sommet en S ; 
et soient.SBDC, SADB, SDAE,.... les 
tetraMres dont la somme compose le 
c poly^re. 

Si nous divisons dans le m^me rap- 
port'toutes les aretes partant du point 
S, aux points a, bfC^d^,... les t^trae- 
dres S&^c, Sadb.,.^ seront respectivement semblables* anx 
tetra^dres SBDC, SADB...., et seront semblablement dis- 
poses ; leur somme composera done un second poly^dre, qui, 
d*apris le th^or^me pr^cMent, sera semblable au premier. 
Ge second poly^dre pourra ensuite te*e plac^ dans une 
position quelconque par rapport au premier. 
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PROPOSITION xxxvn. 

THSOR^E. 



Deux titrahires semblables sont erUre eux comme 
les cubes de lews arites homologues. 

Puisque les tetra^dres sont semblables, 
on pent porter le plus petit sur le plus 
grand, de mani^re qu'ils aient Tangle 
solide S commun , et alors les bases abc , 
ABC, seront paraU^es, puisque les aretes 
SA, SB, SO, sont divis^es dans un m6me 
rapport aux points a, 6, c. 

Soit encore SO perpendiculaire su^ 
ABC. 
Les triangles ABC, abc^ sont semblables; on a done : 

ABC AB' 




ab 
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D'ailleurs on a aussi : 

AB^SA 

at sa 

SO_SA 

so sa^ 
d'oti il resulte, k cause du rapport commun, 

SO AB (aj 

SO ab 
Multipllant par ordre les proportions (i) et (a), et dm- * 
sant les termes du premier rapport par 3, il vient : 

CLOC X -5- 
o 

so 

or ABC X -Q- est la mesure du tetra&dre SABC, et 
abc X -^ est la mesure du tetraidre Sabc ; done. etc. 

PROPOSITION XXXVffl. 

Deux polfkdres semblables sent comme les cubes de 
leurs arites homologues. 

On sait que deux poly^dres semblables sont decompo- 
sables en un m^me nombre de tetra^dres semblables. 

Soient T, T, T"... les tetra^dres qui forment le polyedre 
P; t^i^ f.,. les tetraMresqui composent/?. 

Soient encore A, A\ A", des aretes des tetraedres 
T, T, T'.... a, a, a'... ; leurs homologues dans les tetrae- 
dres t, i, f..., on aura : 

T A* 



t 




a" 


T 




A" 


i 




a 






■\ 



\ 
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a ^9 



d'oti 



t a 

et comme les llgnes homologueff des poiy^dres semblables 
sont proportionnellesy on en conclat: 

TH-r-f-r... T_A* 

^ 4- ^' 4- ^. . . ^ 7 
p a"* 
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LIVRE VII 



LA SPHfiRE. 




D^FIIflTIONS. 

I. La sphere est un solide. temiine par une 
surface courbe, dont tous les points sont ega- 
lement distants d*un point int^rieur qu*ou 
appelle centre. 

On pent imaginer qne la sphere est pro- 
duite par la r^olution du demi-cercle DAE 
autour du diam^tre DE : car la surfaee decrite dans ce 
mouvement par la coarbe^DAE aum tons ses points a dis- 
tances egales du centre C. 

II. Le rayon de la sphere est une ligne droite menee du 
centre k un point de la surface ; le cUameire ou cure est une 
ligne passant par le centre, et terminee de part et d*autre 
4 la surface. 

Tons les rayons de la sphere sont egaux ; tons les diame- 
tres sont egaux et doubles du rayon. 

III. Un plan est tangent k la sphere lorsqu'il n'a qu'un 
point commun avec sa surface. 

IV • Deux spheres sont tangentes, lorsque leurs surfaces 
n^ont qu'un point commun. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEORjkME. 

ToiUe section de la sphire , faite par un plan , est 
un cercle. 



w-^- 
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Soit AMB la section faite par un plan 
dans la sphere dont le centre est C. Du 
point C menez la perpendiculaire CO sur 
le plan AMB , et dif(6rentes lignes CM, 
CN, CB, a differents points de la courbe 
AMB qui termine la section. 

Les obliques CM , CN y CB , sont egales , puisqu^elles sont ^ 
des rayons de la sphere; elles sont done ^galement eloi- 
gnees de la perpendiculaire CO; done toutesles lignes OM , 
ON, OB, sont egales; done la section AMB estun cercle 
dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphere , son rayon sera le rayon de la sphere ; done tons 
les grands cercles sont egaux entre eux. 

Corollaire 11. Deux grands cercles se coupent toujours 
en deux parties egales; car leur intersection commune, 
passant par le centre, est un diametre. 

Corollaire III. Tout grand circle divise la sphere et sa 
surface en deux parties egales : car si, apr^s avoir separe les 
deux hemispheres, on les applique sur la base commune 
en toumant leur convexity du meme c6ti, les deux sur- 
faces coincideront Tune avec Tautre , sans quoi il y aurait 
des points plus pres du centre les uns que les autres. 

Corollaire IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la 
sphere sont sur une meme droite perpendiculaire au plan 
du petit cercle. 

Corollaire Y. Les petits cercles sont d'autant plus petits 
quails sont plus eloignes du centre de la sphere ; car plus la 
distance CO est grande, plus est petit le c6te OB du triangle 
OBC. 

Corollaire YI. Par deux points donnes sur la surface 
d^une sphere , on pent faire passer un arc de grand cercle ; 
car les deux points donnes et le centre de la sphere sont 
trois points qui determinent la position d'un plan. Si ce- 
pendant les deux points donnes etaient aux extremites d*un 
diamdtre, alors ces deux points et le centre seraient en 
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ligne droite, et il y aurait une infinite de grands cercles qui 
pourraient passer par les deux points donnes. 

Corollaire VIL La position d'un petit cercle sur la surface 
de la sphere serait detenninee par trois points de sa cir- 
conference. 

PROPOSITION n. 

THEORJ&ME. 

Tout plan perpendiculaire a VextrimUd (fun rajron 
est tangent a la sphdre. 

Soit FAG un plan perpendiculaire a 
Textremite du rayon OA ; si Ton 'prend 
un point quelconque M sur ce plan , et 
qu'on joigne OM et AM, Tangle 0AM 
sera droit , et ainsi la distance OM sera 
plus grande que OA. Le point M est done hors de la 
sphere ; et , comme il en est de m^me de tout autre point 
du plan FAG, il s^ensuit que ce plan n*a que le seul point A 
commun avec la surface de la sphere ; done il est tangent a 
*def. 3. cette surface*. 

Reciproquement , tout plan tangent FAG est perpendi- 
culaire sur le rayon OA qui va au point de contact. 

Car, si on joint au centre un point quelconque M de ce 
plan , OM sera plus grand que le rayon OA , puisque le 
point M est exterieur a la sphere. OA est done la ligne la 
plus courte qu*on puisse mener du point O au plan FAG; 
done OA est perpendiculaire sur ce plan. 

Corollaire. Par un point de la sphere on ne pent mener 
qu'un seul plan tangent. 

PROPOSITION UI. 
theor£mb. 

Par quatre points A, B, C, D, non situis dans un meme 
plan, on pent faire passer une sphire, et on nen pent 
faire passer quune seule. 




\ 
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Construisons le centre O du cercle 
passant par les trois points A , B , C , et 
par ce point elevons une perpendicu- 
laire OM sur le plan ABC ; cette droite 
est le lieu geometrique des points ega- 
lement distants des points A, B, C. 
En effet, tout point M de cette droite 
jouit evidemment de cette propriete , et tout point P exte- 
rieur ne pent ^tre egalemeut distant des points A , B , C , 
puisque la perpendiculaire abaissee du point P sur le plan 
ABC toinberait en un point qui ne serait pas egalement dis- 
tant des trois points A , B , C. 

Elevons egalement une perpendiculaire O'N sur le plan 
BCD , par le centre O" du cercle passant par les trois points 
B , C , D ; cette droite sera le lieu geometrique des points 
egalement distants des points B, C, D. 

Or je dis que les droites OM, O'N, se coupent. En effet 
la droite OM perpendiculaire au plan ABC est situee dans le 
plan OEO' qui est perpendiculaire a BC^ et par suite au plan 
ABC. Par la m^me raison 0^ est situee dans le plan OEO' ; 
done les deux droites OM , O'N , qui sont dans un m^me 
plan, et qui sont perpendiculaires a deux droites qui se 
coupent , se rencontrent en un point 6 qui est Egalement 
distant des quatre points A , B, C, D , et qui est par conse- 
quent le centre d'une sphere passant par ces quatre points. 
jQ resulte d^ailleurs de cette discussion que le point G est 
le seul qui puisse avoir cette propriete. 

PROPOSITION IV. 

THEORSME. 

L' intersection de deux spheres est un cercle dont 
le plan est perpendiculaire a la ligne qui joint leurs 
centres, et dont le centre est situi sur cette ligne. 
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Par la ligne OC qui 
joint les centres des deux 
spheres, menons uu plaii 
quelconque. Ce plan 
coupe les deux spheres 
suivant deux grands cer- 
cles qui se rencontrent 
aux points A et A' S3rmetriques par rapport a la ligne OC. 
Si maintenant nous faisons toumer les deux demi-cercles 
DAEy GAH, autour de OC, ces deux demi-cercles en- 
|;endreront les surfaces des deux spheres, et le point A 
decrira leur ligne d*intersection. D*ailleurs, dans ce mou- 
vement, la droite AI ne ehangera pas de grandeur et sera 
constamment perpendiculaire k OC; done Tintersection des 
deux spheres est une circonference dont le centre est en I , 
dont le rayon est AI, et dont le plan est perpendiculaire 
aOC. 

Remarque. Suivant que les deux cercles DAA', GAA', 
seront exterieurs ouintirieurs, tangents exterieurement ou 
interieurement^ ou bien secants, les deux spheres seront 
exterieures ou interieures, tangentes exterieurement ou 
interieurement , ou enfin secantes, . 

n y aura done pour chacune de ces positions des deux 
spheres , les memes relations entre la distance des centres 
et les rayons des spheres, que pour les positions corres- 
pondantes de deux cercles. 

DEFINITIONS. 

(. L*angle de deux arcs de grands cercles est Tangle 
di^dre form6 par leurs plans. Les arcs de grands cercles 
en sont les cdtes , et leur point de concours en est le som- 
met. 

II. Un triangle spherique est une portion de la surface 
de la sphere comprise entre trois arcs de grands cercles. 

Ces arcs, qui s'appeUeiU les cdtes des triangles, sont ton- 
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jours supposes moindres qu*une demi-circonference ; les 
angles formes par ces arcs de cercles sont les angles du 
trian^e. 

in. Un triangle sph^rique est rectangle , isoc^le , Uni- 
lateral, dans les m6mes cas qn*un triangle rectiligne. 

IV. Un polygone spheriqne est une portion de la surface 
spherique comprise entre plnsienrs arcs de grands cercles. 

Nons ne consid^rer^ns que des polygones spberiques 
convexes, c*est-a-dire tels quele plan de chaque c6te laisse 
tout le reste du polygone dans un m^me hemisphere ; il en 
resulte necessairement que chaque c6te est moindre qu^une 
demi-circonference. 

PROPOSITION V. 

TmEORiMB. 

. , Dans tout triangle sphdrique ABC , un cdti qua 

conque est plus petit que la somme des deux autres. 

Soit O le centre de la sphere , et soient 
B menes les rayons OA, OB, OG. Si on ima- 
gine les plans AOB, AOG, COB, ces plans 
formeront au point O un angle solide , et 
les angles AOB , AOC, COB, auront pour 
mesure les c6tes AB, AC, BG, du triangle 
spherique ABC. Or chacun des trois an- 
gles plans qui composent Tangle solide est 
moindre que la somme des deux autres ; 

done un c6te quelconque du triangle ABC est moindre que 

la somme des deux autres. 




w 



PROPOSITION VI. 

THEOR&MB. 



,La somme des trois cdtis dun triangle sphirupie est 
moindre que la circonfirence dun grand cercle. 
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Soil ABC un triangle sphenqne 
quelconqae; prolongez les c6tes 
AB, AC, jusqu'a ce qu'ils se ren- 
contrent de nouveau en D. Les 
arcs ABD , AGD , seront des demi- 
circonferences , puisque deux grands cercles se coupeot 

* f . toujonrs en djeux parties egales * ; mais dans le triangle 

* 5. BCD on a le c6t^ BC<BD+CD * ; ajoutant de part et d'autre 

AB-f-AC, on aura AB-hAC-hBC<ABD4-ACD, c est-a- 
dire plus petit qu*une circonference. 

Remarque. Pour qu'on puisse construire un triangle sphe- 
rique avec trois c6tes donnes, il faut et il sufEt que la sonune 
des trois c6tes soit plus petite qu*une circonference, et 
que le plus grand c6te soit moindre que la somme des deux 
autres ; car ce sont les conditions necessaires et suffisantes 
pour qu'on puisse donstruire un angle solide avec trois faces 
qui auraient pour mesures les trois c6tes donnes. Et si Ton 
placait le sommet de cet angle solide au centre de la sphere, 
les faces intercepteraient le triangle demande. 

PROPOSITION VII. 

THEOREMS. 

La somme des cdtds dun poljrgone sphirique cortr 
vexe est moindre quune circonference de grand 
cercle. 

j2 Soit ABCDE un polygone spherique 

convexe; et menons du centre O de la 

sphere les rayons^OA, OB, OC, OD, OE, 

nous formerons ainsi un angle solide qui 

sera convexe, et dont les angles plans AOB, 

BOG,.*., ont pour mesures les arcs AB, 

BC , CD. . . . ; or la somme des angles plans qui forment 

Tangle solide est moindre que 4 droits; done la somme 

des arcs AB, BC, .... est moindre qu'une circonference. 
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DEFINITIONS. 



I. Le p6le d*un cercle de la sphere est rextremlte du dia- 
metre perpendiculaire au plan de ce cercle. 

II. Tout tercle de la sphere a deux p6les. 

III. Tous les cercles dont les plans sont paralUles ont les 
meuies pdles. 

PROPOSITION vm. 

THEOR^MB. 

Tous les points de la circonfirence FNG ^un cercle 
de la sphere sont igalement distants du pdle D de ce 
cercle. 

^J_,^ En effet , si on m^ne du centre O 

de la circonference FNG , les rayons 
OF, ON, OG, et qifon tire les droites 
|b DF, DN, DG, les triangles rectangles 
DOF, DON, DOG,... seront egaux; 
car ils ont }e c6te DO commun, et les 
lignes OF, ON, 06, sont ^gales comm« 
rayons d'un meme cercle; done on a DF=DN=DG. . . • 
On voit aussi par la que les arcs de grands cercles FD, 
DN, DG, sont egaux comme sous-tendus par des cordes 
egales ; et de plus les plans de ces grands cercles sont per- 
pendiculaires sur le cercle FNG, car ils passent tous par 
la droite DO perpendiculaire au plan de ce cercle. 

To^t c6 qui vient d^etre demontre s'applique evidemment 

au p6le d*un grand cercle AMB ; mais, dans ce cas, les angles 

droits DCA, DCM, DCB, etant au centre des grands cer- 

^ cles DAE, DME...., les arcs DA, DM, DB, sont des quarts 

de circonference ou des quadrants. 

Scolie. Les proprieties des p6les permettent de tracer sur 
la surface de la sphere des arcs de cercle avec la m^me fa- 
cilite que sur une surface plane. 
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On emploie i, cet effet an compas appele compas sph^- 
rique, dans lequel on donne aux deux branches une dis- 
position qui permette d*incliner les pointes Tune sur Tautre 
sous an angle quelconque. 

II est Evident que si on place une des pointes d^ ce com- 
pas en Dy et Tautre en F^ et que Ton fasse toumer ce 
compas autour du point D, Textremitd F decrira le cercle 
FNG. 

Si Ton Youlait du poyit D, comme p6le, d^crire un 
grand cercle AMB, il faudrait que la distance des deux 
pointes du compas ftit ^gale i la corde d*un quadrant; et 
pour avoir cette distance, il faudrait connaitre le rayon de 
la sphere. 

^^ PROPOSITION IX. 

J 

PROBL&MB. 

■ 

l^tant donnde une spliire^ trouver son rajron. 

Atcc une ouverture decom- 

pas arbitraire AG, decrivons 

sur la sphere nn cercle CDE ; 

marquons trois points G, D, 

E sur ce cercle , et mesurons 

avec nn compas les distances 

rectilignes CD, DE, CE ; enfin 

construlsons sur un plan un triangle avec ces trois c6tes ; 

le rayon du cercle circonscrit a ce triangle sera le rayon 

du cercle CDE. 

Gela pose , concevons par le diam^tre AB de la sphere 
un grand cercle ACBE; concevons aussi qu'on tire les 
droites CA, GB et CO. Dans le triangle rectangle GAO, on 
connatt rhypot^nuse AC et le c6t6 GO; on pourra done 
construire sur un plan un triangle CA'O' egal a CAO; de 
plus, la di'oite CB etant perpendiculaire sur GA, si Ton m^ne 
CV perpendiculaire sur A'C, la droite A'B', ^gale a AB| 
sera le diam^tre de la sphere. 
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PROPOSITION X. 



PROBLSMB. 




Tracer sur une splidre un ^rand cercle passant par 
deux points ketB. 

Des points A et B comme p6lesy avec 
un intervalle egal a la corde do qua- 
drant, decrivons deux grands cercles 
qui se coupent en P ; le point P sera le 
p6le de Tare de grand/^rcle AB, et ser- 
vira k decrire cet arc. 

PROPOSITION XI, 

PROBL&ME. 

yibaisser dwi point Ade la surface de la spMre , 
un grand cercle perpendiculaire sur un grand cercle. 

Du point A comme p6le, avec un 

intervaUe egal ^ un quadrant, decri- 

vez un grand cercle qui coupe en S le 

C)< I JD cercle CMD. Puis du point S comme 

p6le, avec I'intervalle SA, decrivez le 
grand cercle AM, qui sera perpendi- 
culaire sur CMD *. 

PROPOSITION xn. 

THEOniME. 

L'angle BAG que font entre eux deux arcs de^grands 
cercles a pour mesure Varc de grand cercle BC, dicrit du 
point A. comme pdlcy et compris entre les cdtis de V angle. 

En efFet, tirons les rayons OB, OC, 
les arcs AC, AB, ^tant des quadrants, 
les angles AOB , AOC sont droits ; done 
BOC est Tangle plan correspondant a 
Tangle di^dre DBAC; mais Tangle au 
centre BOC a pour mesure Tare BC, 
done cet arc est la mesure de Tangle 
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diodre DBAC, qui est Tangle des deux arcs de grands cereles. 
Corollaire, Les angles des triangles spheriques peuvent 
se comparer entre eux par les arcs de grands cereles decrits 
de leurs sommets comme p6les et compris entre leurs cotes : 
ainsi il est facile de faire un angle egal a un angle donne. 

Scolie. Les angles opposes au sommet, 
tels que AGO et BCN, sont egaux; car 
Tun ou Tautre est toujours Tangle forme 
par les deux plans ABC, OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre 
de deux arcs AGE, OCN, les deux angles 
adjacents ACO, OCB, pris ensemble, talent toujours deux 
angles droits. 

t 1 PROPOSITION xra. 

THEOaiME. 

-^ Le plus court chemin du point A au point B sur la 

surface de la sphere est I' arc de grand cerclcy moindre 

quune demi-circonfirence , qui joint ces deux points. 

"^ Nous fonderons la demonstration de ce theoreme sur 

les deux lemmes suivants. 

Lemme I. Le plus court chemin du 
pole P d^un cercle a tous les points de 
sa circonference ABD est le mime pour 
tous ces points. 

En effet, menoiis du p6le les arcs 

de grand cercle PA, PB, aux points 

A, B de la circonference ABD; et soit 

PGB le plus court chemin sur la 

sphere du point P au point B. i 

Si nous faisons toumer la demi-sph^re qui est a la 
droite du grand cercle PBE , autour de PE , jusqu'a cc que 
ce grand cercle coincide avec le grand cercle PAE, Tare PB 
s'appliquera sur son egal AP, et la demi-sphere PBEHD 
coincidera parfaitement avec la demi-sphere PAEBD; or, 
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dans cette superposition, la ligne PGB n*aura pas ccss^ de 
representer le phis court chemin de P en B , eUe sera done 
egalement le plus court chemin de P en A. 

Lemme II. Soient AB , AC , deux arcs de grands cercles 
moindre^ qu^une demi^irconference, et soit AC < AB ; je dis 
que le plus court chemin de AenC est moindre que celui de 
A en B. 

En effet , decrivons du point A comme 
p6le9 et avec Tintervalle AC, un cercle qui 
coupera necessairement Tare AB entre A et 
B, et soit AMB la ligne la plus courte entre 
A et B ; cette ligne rencontrera le cercle CI 
en un point M , et la ligne AM sera le plus 
court chemin de A en M; car, s'il existait une ligne plus 
courte entre ces deux points , AMB ne serait pas le plus 
court chemin de A en B, ce qui est contre Thypoth^se. 
D^ailleurs, d'apr^s le lemme precedent, le plus court 
chemin de A en M est le m^me que de A en C; done le 
plus court chemin de A en C est moindre que de A en B« 
Gela pose, soit AB Tare de grand cercle moin- 
dre qu^une demi-circonference qui joint les points 
A et B; et supposons qu*il existe hors de cet arc 
un point G de la ligne la plus courte entre A et B. 
Menous les arcs de grands cercles AC, BC, et pre- 
nons AD = AC. 

On a * AB < AC -4- CB ; retranchant de part et • 5. 
d'autre AD= AC, il reste DB < BC. Or, en vertu du lemme I, 
le plus court chemin de A en D est le m^me que de A en C; 
done, puisque le point C appartient a la ligne la plus courte 
de A en B, il faudrait que la distance de C en B filt moindre 
que de D en B , consequence absurde , d*apres le lemme II , 
puisque Tare BC est plus grand que BD. Done aucun point 
de la plus courte distance entre A et B ne peut ^tre hors de 
Tare AB , done Tare AB est lui-m^me la ligne la plus courte 
qui a les m^mes extremites. 

16 
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Remarque, Dans la demonstration prtcedente , on sup- 
pose chacun des deux arcs AC, BC, moindre que AB ; et il 
est Evident qu^on ne pent feire une autre hypothese , car si 
on avait AC^ AB, la ligne la plus courte de A en B serait 
moindre que de A en C; le point C ne pourrait done pas 
appartenir k la premiere ligne. 



DEFINITIONS. 




I. Si le point P est un des p6les du 
grand cercle AB de la sphere , et que le 
point M soit situe dans le m^me hemis- 
phere que le point P; il est evident que 
le plus petit arc de grand cercle qui joint 
M au point P, est moindre qu'un qua- 
drant, et reciproquement. 

U. Un triangle ABC etant donne, des 
points B et C comme poles avec un iu- 
tervalle egal a la corde d'un quadi'ant, 
decrivons deuK grands cercles qui se 
coupent aux points A' et A" qui sont les 
p6les du grand cercle BC, et prenons seu- 
lement le p6le A' qui est du meme c6te 
que A par rapport au grand cercle BC. 
Construisons de meme les p6les B', C, 
des arcs AC, AB, situes du meme cdte 
que B et C par rapport aux grands cer- 
cles AC , AB ; le triangle A'B'C ainsi forme est apipele le 
triangle polaire du triangle ABC. 




PROPOSITION XIV. 



THEOREMS. 



Si le triangle ABC a pour triangle polaire M\iC^ ri- 
ciproquement ABC sera le triangle polaire de A'B'C* 
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En effet le point A' ^tant le p6le de 
BC , rintervalle A'C est d'un quadrant ; 
le point B' etant le p6le de AC , rinter- 
valle B'C est aussi egal a un quadrant ; 
done le point C est le p6le de Tare A'B'. 
De plus, I'arc de grand cercle CC etant 
moindre qu'un quadrant, le point C est 

situe du mcme c5te que le point C , par rapport au grand 

cercle A'B'. 

Par la m^me raison , les points A et B sont les p6les des 

arcs B'C, A'C, et sont situes du meme c6te queA' et B', par 

rapport aux arcs B'C et A'C. 

Done le triangle. ABC est le triangle polaire de A'B'C. 
Remarque. La propriete precedente pent s'appliquer a un 

polygone spherique convexe. 

Un polygone spherique ABCDE etant 
donne, soit A, celui des deux p6les de 
Fare AE situe dans le meme hemisphere 
que le polygone spherique ABCDE; 
soient de m^me B', C, D', E', les poles 
des arcs AB, BC, CD, DE, situes de la 
m^me mani^re par rapport a ces arcs; 

le polygone spherique A'B'CD'E' est dit le polaire de 

^BCDE, et on demon ti*erait comme pour le triangle, que 

reciproquement ABCDE est le polaire de A'B'CD'E. 




PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



Etant *donnis deux triangles polaires ABC, DEF, 
chaque angle de Vun de ces triangles aiira pour mesure 
nne demi-^irconfirenccy moins le c6ti opposi dans I' autre 
triangle. 

Soient prolonges , s'il est necessaire, les cdtes AB, AC, 

16. 
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jusqu^a la rencontre de EF en G et 
H ; puisque le point A est le p6le de 
Tare GH, Tangle A aura pour me- 
sure Tare GH. Mais I'arc EH estun 
quadrant ainsi que GF, puisque E 
est le p6le de AH, et F le pole de 
-j'jf ' AG ; done EH 4- GF vaut une demi- 
circonference. Or EH -4- GF est la mSme chose que EF-f 
GH; done Tare GH qui mesure Tangle A est egal a une 
demi-circonference moins le cote EF ; de meme Tangle 13 
aura pour mesure ^ circ, — DF, et Tangle C, \ circ. — DE. 
Cette propriete doit etre reciproque entre les deux trian- 
gles , puisqu'ils se decrivent de la meme maniere Tun par 
le moyen de Tautre. Ainsi on trouvera que les angles D, 
E, F, du triangle DEF, ont pour mesures respectivement : 
J circ. — BC, ^ circ. — AC, { circ. — AB. En effel, Tangle 
D, par exemple, a pour mesure Tare MI; or MI -|- BC = 
MC 4- BI = ^ circ. : done Tare MI, mesure de Tangle D» 
= ^ circ. — BC; et ainsi des autres. 

Remarque I. Si du centre de la sphere on mene des rayons 
aux sommets des triangles ABC , DEF, on forme deux an- 
gles triedres dont les angles plans ont pour mesures les 
c6tcs des triangles splieriques, et dont les angles diedres ne 
sont autres que les angles des memes triangles. 

Or, il resulte du theoreme qui vient d'etre demontrc 
que, dans ces deux« angles triedres, les angles diedres 
de Tun sont les supplements des faces de Tautre, et re- 
ciproquement ; done ces angles triedres sont supplemen- 
taires. 

Remarque II. On demontre de la meme maniere que dans 
deux polygones splieriques polaires , tout angle de Tun 
d'eux est le supplement du cote de Tautre poly gone, doiit 
le sommet de Tangle est le pole. 

DEFINITIONS. 

Soil ABGD un polygone spheriaue; menons do centrd de» 




rayons aux sommets de ce polygene , et 
prolongeons-lcs jusqu'a ce qu'ils ren- 
contrent de nouveau la sphere en A', B', 
Cy D'. Enfin tirons les arcs A'B', B'C, 
A'D', CD'. 

Les angles solides formes en O sont sy- 
metriques , par consequent ils ont leurs 
angles plans et leurs angles diedres respectivement egaux. 
Done aussi les polygenes spheriques ABCD, A'B'CD' ont 
toutes leurs parties egales. Neanmoins ces polygenes ne sont 
pas superposable^ ; car, si Ton porte le cote CD* sur son 
egal CD de maniereque les autres c6les des deux polygenes 
tombent d'un meme c6te par rapport a CD , le point D' sera 
en C , et , en parceurant les deux polygenes dans le meme 
sens a partir du point C^ les c6tes et les angles se presen- 
teront dans ua ordre inverse. 

Ces polygenes spheriques sont appeles symetriques , 
quelles que soient d'ailleurs les positions respectives qu*on 
leur donne sur la surface de la sphere. 

PROPOSITION XVI. 



TUEORiME. 



Deux triangles situis sur la mime sphire, ou sur 
des spheres igaleSy sont igaux dans toutes leurs par^ 
ties , lorsquils ont un angle igal compris entre c6tis 
igaux chacun a chacun. 

Soit le c6te AB=EF, le c6te AC 
= EG, et I'angle BAC=FEG; le 
triangle EFG pourra etre place sur 
le triangle ABC, de la m^me mani^re 
qiTon superpose deux triangles rec- 
^ tilignes qui ont un angle egal com- 
pris entre c6tes £gaux. Done toutes les parties du triangle 
EFG seront egales k celles du triangle ABC, c*est-a-dire 
qu^outre les trois parties qui sont supposees egales, on aura 
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le c6te BC=FG, Tangle ABC=EFG, et Tangle ACB=r 
EGF. ^ * 

Si les c6tes egaux des deux triangles etaient inversement 
disposes par rapport aux deux angles egaux, on superpo- 
serait EFG sur ie symetrique de ABCy et on serait conduit 
a la meme conclusion. 

PROPOSITION XVII. 

THBORiME. 

■ Deux triangles sUuis sur la mime sphere, ou sur 
des spheres igales , sent igaux dans toutes leurs par- 
ties, lorsquils out un cdti igal adjacent a deux angles 
igaux chacun a chacun. 

Cxr Tun de ces triangles pent Stre place sur Tautre ou 
sur son symetrique , comme on le fait dans le cas pareil des 
triangles rectilignes. {f^oy* prop. VI ^ Iw. L ) 

• 

PROPOSITION xvm. 

THEOaiME. 

Si deux triangles situis sur la mime sphere , ou sur 
des sphires igaleSy sent iquilatiraux entre eux, ils 
seront aussi iquiangles, et les angles igaux seront 

opposis aux cotis igaux. 

Joignons les centres des 

spheres O et O' aux som- 

^ mets des deux triangles; 

C A'^ 1 — -^ yousformeronsainsideux 

angles triedrcs, dont les an- 
gles plans, ayant pour me- 
sures les c6tes des triangles spheriques, sont rcspective- 
ment egaux ; mais on a demonlre que dans ce cas les angles 
diedres opposes aux faces egales sont egaux : done dans les 
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deux triangles spheriques les angles opposes aux c6tes 
egaux sont egaux. 

PROPOSITION XIX. 

THEOR&MB. 

Dans tout triangle sphirique isocUe les angles op^ 
posis aux cdids igaux sont igaux. 

Soil le cdte AB=AC ; je' dis qu'on aura 
Tangle C=B : car si du sonunet A au point 
D, milieu de la base, on m^ne Tare AD, les 
deux triangles ABD, ADC, auront les trois 
c6tes egaux chacun k chacun; savoir, AD 
^' commun, BD=DC, et AB=AC : done, par 
le theor^me precedent, ces triangles auront les angles ^gaux, 
et on aura B=C. 

La m^me demonstration prouve que Tangle BAD=DAC, 
et que Tangle BDA=ADC. Done ces deux demiers sont 
droits; done Fare mend du sommet d*un triangle spherique 
isocele au milieu desa base est perpendiculaire a cette base^ 
et diifise Vangle du sommet en deux parties igalesi 

ScoUe. II resulte encore de ce th^or^me que le syme- 
trique d^un triangle soherique isocele lui est ^gal par su- 
perposition. 

PROPOSITION XX. 

THEOaiMB. 

Si deux angles dun triangle sphirique sont igaux 
les cotis opposis sont igaux. 

Soit Tangle B:=C ; je dis qu'on aura AC 
=AB : car, si le c6te AB n'est pas egal a AC, 
soit AB le plus grand desdeux, prenez BO 
=AG, et joignez OC. Les deux c6tes BO, BC, 
sont egaux aux deux AC, BC; Tangle com- 
'(^ pris par les premiers, OBC, est ^gal k Tangle 
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compris par les seconds, ACB. Done les deux triangles 
i6. BOCy ACB, ont les autres parties 6gales*, et on a Fangle 
OCB=ABC : mais Tangle ABC, par hypoth^se, == ACB ; 
done on aurait OCB &= ACB, ce qui est impossible; done 
on ne pent supposer AB different de AC , done les c6tes 
AB| AC, opposes aux angles egaux B et C, sont 6gaux. 

PROPOSITION XXI. 

THEOaiME. 

Dans un triangle sphirique ABC j si V angle A est 
plus grand que V angle B , le cdti BC opposi a V angle A 
sera plus grand que le cdtd AC opposi a V angle B ; 
riciproquement , si le cdti BC est plus grand que CA , 
V angle A sera plus grand que V angle B. 

^ !• Soit Tangle A>B, faites 

Tangle BAD = B, vous aurcz 
AD = DB* ; mais AD 4- DC est 
^ plus grand que AC; a la place 
de AD mettant DB, on aura DB 
-h DC ou BC> AC. 
a* Si on suppose BC > AC, je dis que Tangle BAG sera 
plus grand que ABC : car si BAC etait egal a ABC, on au- 
rait BC=AC ; et si on avait BAC < ABC, il s'ensuivrait, 
paf ce qui vient d'etre d^montre, qu'on a BC<AC; ce qui 
est contre la supposition. Done Tangle BAC est plus grand 
que ABC. 

PROPOSITION XXII. 

THEORJOfB. 

Si deux triangles tracis sur la m^me sphere ou sur 
des sphires igcdes sont dquiangles entre eux , ils seront 
aussi dquilatiraux. 

Soient A et B les deux triangles donnes, P et Q leurs 
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triangles polaires. Pulsque les angles sont egaux dans les 
triangles A et B, les cdtes seront egaux dans les polaires P 
et Q* : mais de ce que les triangles P et Q sont equilate- * t9, 
raux entre eux, il s'ensuit qu*ils sont aussi equiangles*; * ig. 
enfin, de ce que les angles sont egaux dans les triangles P 
et Q, il s^ensuit* que les cotes sont ^gaux dans leurs po- * i5. 
laires A et B. Done les triangles equiangles A et B sont en 
meme temps equilaleraux entre eux. 

Scolie. Cette proposition n*a pas lieu aans les triangles 
rectilignes, ou de Tegalite des angles on ne pent conclure 
que la proportionnalite des cdtcs. Mais il est aise de rendre 
compte de la diflerence qui se trouve a cet ^gard entre les 
triangles rectilignes et les triangles spheriques. Dans la 
proposition prcsente, ainsi que dans les prop. 16, 17^ 18, 
22, od il s'agit de la comparaison des triangles, il est dit 
expressement que ces triangles sont traces sur la m^me 
sphere ou sur des spheres egales. Or les arcs semblables 
sont porportionnels aux rayons; done, sur des spheres 
egales, deux triangles ne peuvent ^tre semblables sans 
6tre egaux. II n'est done pas surprenant que Tegalite des 
angles entratne Tegalite des c6tes. 

II en serait autrement si les triangles etaient traces sur 
des spheres inegales; alors, les angles etant egaux, les 
triangles seraient semblables, et les c6tes homologues se- 
raient entre eux comme les rayons des spheres. 

PROPOSITION xxin. .' 

* • . 

THEOR&MB. 

\^ La somme des angles de tout triangle sphirique 
est moindre que six et plus grande que deux droits. 

2^ Le plus petit angle augmenli de deux droits est 
plus grand que la somme des deux autres. 

V En effet, la mesure de chaque angle d*un triangle 
sph^rique est egale k la demi-circonference, moins \% cole 
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»i oppose flu triangle polaire". Done la somincdes troisan{;les 
a pour mesure trois demi-circonrcrcnces moins la sominc 
des c6t^ da triangle polaire. Or ccttc demiere sommc csl 
plus grande que zero^ et moindre qu*une circonfcrence, 
done en la retranchant de trois denu'circonfcrences, le 
reste sera plus petit que trois demi-circonfercnccs et plus 
grand qu^une demi-circonference; done la somme dcs 
angles d'un triangle spherique est moindre que six. droits 
et plus grande que deux droits. 

A Corollaire. Un triangle spherique pent tl voir 

deux ou trois angles droits, deux ou trois an- 
gles obtus. 

Si le triangle ABC est bi-rectangle, c'est-a- 
j^ dire s*il a deux angles droits B et Q le som- 
met A sera le pole de la base BC; et ies co- 
\es ARy AC seront des quadrants. 

Si en outre Tangle A est droit, le 
triangle ABC sera tri^rectangle , ses 
angles seront tons droits et ses c6tes 
des quadrafats. Le triangle tri-rectan- 
gle est eontenu huit fois dans la sur- 
face de la sphere; c*est ce que l^on 
voitpar la fig. a 36, en supposanti*arc 
MN egal k un quadrant. 
• 7? Soient A, B, C Ies angles du triangle, et A le plus 
petit; i8o* — A, i8o* — B, i8o* — C seront Ies c6tes du 
triangle polaire ; or on a 

180 — A< iSo— B-f- i8o — C; 
d'od ajoutant de part et d'autre A 4- B 4- C, et retran- 
chant 180, on deduit 

B-+-C< i8o* -+-A. 
Avec trois angles A,B> C qui satisfont aux conditions 
6noncees daus ce th^oreme, on pent former un triangle 
spherique, car ce sont Ies conditions necessaires et suffi- 
santes pour qu^on puisse construire un angle triedre avec 
Ies trois angles di^dres A, B, C. 
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. ^. Scolie, Nous avons suppose, dans tout ce 

kj/l^"^\ m^^ precede, que les triangles spheriques onl 

/\( \ leurs c6tes toujours plus petits que la demi- 

l B j circonference; nous observerons cependant 

\^ y qu'il existe des triangles spheriques dont cer- 

^ tains c6tes sont plus grands que la demi- 

circonference, et certains angles plus grands que deux 

angles droits. Car si on prolonge le c6te AC en une cir-' 

conference entiere ACE, ce qui reste en retranchant de la 

demi-spbSre le triangle ABC est un nouveau triangle, qu^on 

pent d^igner aussi par ABC, et dont les c6tes sont AB, 

BC,AEG. On voit done que le c6te AEC est plus grand que 

la demi-circonference ; mais en m^nie temps Tangle oppose 

en B surpasse deux angles droits. 

Au reste, si on a exclu de la definition les triangles dont 
les cot^s et les angles sont si grands, c'est que leur resolu- 
tion ou la determination de leurs parties se reduit toujours 
a celle des triangles renfermes dans la definition. En effet, 
on voit aisement que si on connatt les angles et les c6tes 
du triangle ABC, on connattra immediatement les angles 
et les c6tes du triangle de meme nom qui est le reste de la 
demi-sphere. :S>^ 

DEFINITIONS. 

I. On appelle fuseau la portion de la surface de la sphere 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se terminent 
a uu diametre commun. 

^ II. L'onglet spherique est la partie du volume de la 
sphere comprise entre les m^mes demi-grands cercles, et 
a laquelle le fuseau sert de base. 

Ill* La pyramide spherique est la partie du solide de la 
sphere comprise entre les plans d'un angle solide, dont le 
sommet est au centre ; la base de la pyramide est le poly- 
gone spherique intercepte par les memes plans. 

Lorsque deux polygones spheriques coincident, les py- 
ramides dont ils sont les bases coincident egalement. 
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rV. Nous appellerons pyramides spheriques symetriqaes 
oelles qui ont pour baffes des polygones symetriques. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

Le fuseau A MBNA est a la surface de la sphere 
comme V angle MAN rfe c^ fuseau est a quatre angles 
droits f ou corwne I'arc MN qui mesure cet angle est a 
la circonfirence. 

Supposons d'abord que Tare MN soil 
commensurable avec la circonference 
MNPQ , et qu'en divisant celle-ci en 
M 48 parties egales , Tare MN contienne 
5 de ces parties, le rapport de Tare MN 
a la circonference est ;^. 

Faisons eusuite passer des plans par 
le diam^tre AB et les points de division, nous formerons 
sur la sphere 4^ fuseaux tons egaux entre eux comme 
ayant m^me angle, et Ton voit que 5 de ces fuseaux seront 
contenus dans AMBN ; le rapport de ce fuseau a la surface 
de la sphere sera done aussi ^; il sera done le meme que 
celui de Tare MN k la circonference MNPQ. 

Si Tare MN n'est pas conunensurable avec la circonfe- 
rence, on prouvera, par le raisonnement connu, que le 
fuseau est toujours k la sphere conune Tare MN est a la 
circonference. 

Mesure du fuseau. Soient F, F deux fuseaux dont les 
angles sont A et A', on a , d'apr^s le theor^me ci-dessus , 

— =A 

sph ~" 4'"' . 

sph ~ 4'"- ' 
FA , , 

Si done on yeut mesurer un fuseau en le comparant a 



et 



d'ou 
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un autre fuseau pris pour unite , on voit , par la proportion 
ci-dessus, qu*il sui£t de chercher le rapport des angles de 
ces fuseaux. 

Supposons qu*on prenne pour unite de fuseau F, celui 
dont Tangle est droit , la proportion (i) devient 

Ainsi , le rapport d'un fuseau au fuseau droit est egal au 
rapport de son angle a un angle droit ; ce qu*on exprime 
d*une maniere abregee en disant que le fuseau a pour me- 
sure son angle. 

Si Ton prenait pour unite de surface le triangle trirec- 
tangle T qui est la moitie du fuseau droit, on aurait en 
remplacant F par aT dans Tegalite (2) , 

JL'— A- 
2T ~ i^"^- ' 

d'ou , en multipliant de part et d'atitre par 2 , on conclut 

F _ 2A 
T "" I" • 

Done, le rapport d*un fuseau au triangle trirectangle est 
egal au rapport du double de son angle a un droit ; ou bien, 
en d^autres termes , un fuseau a pour mesure le double de 
son angle. 

Scolie. On verrait aussi qu'un onglet est au volume de la 
spbcre comme son angle est a 4 droits ; et qu'un onglet a 
pour mesure son angle , en prenant pour unite de volume 
Tonglet droit , et pour unite d'angle Tangle droit ; ou bien 
le double de son angle , en prenant pour unite de volume 
la pyramide trirectangle, qui est la nioitie de Tonglet droit, 
et pour unite d^angle Taiigle droit. 

PROPOSITION XXV. 

THEORSME. 



Deux triangles sphiriques symitriques sont igaux 
9n surfacci 
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Soil ABC un triangle spherique , et 

A'B'C son sym^trique. Prenons le pole 

P du petit cercle qui passe par Ics 

points A, B, G (*) ; les arcs de grands 

cercles PA, PB, PC, sont egaux. Me- 

nons en6n le diam^tre POF, et les arcs 

de grands cercles FA', P'B', FC. 

Les angles POA , FOA' sont egaux comme opposes par 

le sonunet, done Tare PA = FA'; par la m^me raison, 

PB = FB', et PC = FC, et comme PA = PB = PC, on a 

FA' = FB' = FC. 

Cela pos^ , les triangles APC , A'FC, ont les trois c6tes 
egaux chacim k chacun; de plus, ils sont isoo^les; done ils 
sont superposables. On verrait de meme que le triangle 
CPB est egal an triangle CFB', et que le triangle APB est 
egal an triangle A'FB'; done enfin le triangle ABC, qui 
est la somme des triangles APC, CPB, APB, est egal en 
surface au triangl'e A'B'C, qui est la somme des triangles 
A'FC, CFB', A'FB'. 

Remarque I. Si le pdle P etait hors du triangle ABC, 
alors il faudrait faire la sonmie de deux triangles isoc^les , 
et en retrancher le troisi^me pour avoir le triangle ABC; 
mais comme la m^me chose aurait lieu pour le triangle 
ABC , la conclusion serait la meme. 

Remarque IL On verrait de la meme mani^re que les 
deux pyramides spheriques symetriques qui ont pour bases 
les triangles ABC, A'BC sont equivalentes. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOR^ME. 

Si deux grands cercles AOB, COD, se couperU 

{*) Le cercle qui passe par les trots points A , B , C , ou qui est circonscrit 
au triaugle ABC, i\e peut 6tre qu*un petit cercle de la sphere; car si c'etait 
un grand cercle, les trois cdtes AB, BG, AG, seraient situes dans un m^ne 
plan , et le trian2;le ABC se reduirait a un de ses cotes. 
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comme on voudra dans I'Mmisphire AOCBD , la somme 
des triangles opposes AOC , BOD, sera dgale aufuseau 
dont tangle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB, 
OD, dans Fautre hemisphere jusqu'a 
leur rencontre en N, OBN sera une 
demi-circonf«rence , ainsi que AOB; 
retranchant dc part et d'autre OB, /on 
aura BN=AO. Par une raison sem- 
blable, on a DN=CO, et BD= AC; 
done les deux triangles AOC, BDN, 
ont les trois cotes egaux; d*ailleurs leur position est telle 
quHls sont symetriques Tun de Tautre ; done ils sont egaux 
en surface*, et la somme des triangles AOC, BOD, est *a5« 
equiyalente au fuseau OBNDO dont Tangle est BOD. 

Scolie, U est clair aussi que les deux pyramides sphe- 
riques qui ont pour bases les triangles AOC, BOD, prises 
ensemble , eauivalent a Tonglet spherique dont Tangle est 
BOD. 

PROPOSITION XXVII. 

THEOREMS. 

La surface dun triangle sphdrique a pour mesure 
Vexcis de la somme de ses trois angles sur deux 
angles droits. 

Soit ABC le triangle propose; ache- 

vons le grand cercle AB, puis prolongeons 

les arcs AB, AC, jusqu'a leur rencontre 

avec ce grand cercle. On a evidemment 

ABC-f-BCE=fuseau A, 

ABC 4- ACD = fuseau B, 

et, a cause du tlieoreme precedent, 

ABC -f- DCE == fuseau C. 
Ajoutant, et observant que la somme de ces six triangles 
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excMe la demi-sph^re de deux fois le triangle ABC, il vient 
ft. ABC + ^ sphere = fuseau A + fuseau B + fuseau C. 
Done, en retranchant de part et d'aulre la demi-sphere, 
et divisant par a , on a 

ABC = fuseau A -f- fuseau B -h fuseau C — ^ sphere. 

a 
Divisons les deux membres de l*egalite par la surface do 
triangle trirectangle , que nous appellerous T, il vient 
ABC fuseau A + fuseau B + fuseau C — ^ sphere 



or, 
et 



T aT 




fuseau A A fuseau B B fuseau C 


C 


aT !*»'•' aT i*»'' aT 


,dr 


i sphere 
aT =" 


doE 


ABC A + B-+-C^a A-f-B + C— a*- 
T I"'- I*- 





Ainsi le rapport d'un triangle spherique au^ triangle tri- 
' rectangle est egal au rapport de Texces de la somme de 
ses angles sur deux droits a un angle droit; ce que Ton 
exprime d*une mani^re abregee , en disant qu'un triangle 
spherique a pour mesure Texces de la somme de ses angles 
sur deux angles droits. 

Scolie I. Si les angles du triangle sont donnes par les 
nombres de degres des arcs qui leur servent de mesure, 
on retranchera i8o* de leur somme, et on cherchera le 
rapport de la difT&rence k 90^. 

Application. Soient A = 70* 10', B=6o* ao', C=8o*; 
en retranchant 1 80^ de la somme de ces arcs , on trou ve 
pour difference 3o* 3o' ; et pour obtenir le rapport de 
3o* 3o' a 90*, il faut reduire ces deux nombres de degi-es 
en minutes, et diviser le premier nombre par le second : 
on trouve ainsi que le triangle propose est les ^ffj ou le ^ 
du triangle trirectangle. 

Scolie II. On demontrerait semblablement qu'une pyra- 
mide spherique triangulaire a pour mesure Texces de la 
somme des angles de sa base sur deux droits ( en prenant 
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pour unite de volume la pyramide trirectangle , et pour 
unite d'angle Tangle droit). Ainsi le meme nombre 

^ represente a la lois le rapport d une py- 
ramide spherique triangulaire a la pyramide trirectangle, et 
le rapport de la base de la pyramide au triangle trirectangle. 

PROPOSITION XXVIII. 

THEOREMS. 

La surface dun poly gone spherique a pour mesure 
la somme de ses angles moins le produit de deux cm- 
gles droits par le nombre des cdtis du poly gone moins 
deux. 

D'un meme sommet A soientmenees 
a tous les autres sonmiets les diago- 
nales AC, AD ; le polygone ABODE sera 
partage en autant de .triangles moins 
deux qu'il a de cdtes. Mais la surface 
A "^B de ch'aque triangle a pour mesure la 

somme de ses angles moins deux angles droits , et il est 
clair que la somme de tous les angles des triangles est 
egale a la somme des angles du polygone : done la surface 
du polygone a pour mesure la somme de ses angles dimi- 
nuec d*autant de fois deux angles droits qu'il a de c6tes 
moins deux. 

Scolie, Soil s la somme des angles d*un polygone sphe- 
rique, n le nombre de ses c6tes ; Tangle droit etant sup- 
pose Tunite, la surface du polygone aura pour mesure 

S 2(71 2) OU J=2W-|-4' 
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LIVRE VIII. 

LES TROIS CORPS RONDS. 



DKFIRITIONS. 



I. On appelle cylindre droit le solide pro- 
duit par la revolution d'un rectangle ABCD, 
qu'on imagine toumer autour du c6te immo- 
bile AB. 

Dans ce mouvement, les cdt^ AD, BC, res- 
tant taujours perpendiculaires a AB, decrivent 
des plans circulaires egaux DPH, CGQ, qu'on 
appelle les bates du ejrlindre , et la ligne CD, 
qu'on appelle geniratrice, en d^crit la surface laterale. 
La ligne immobile AB s' appelle Vaxe du cylindre. 
Toute section KLM, faite dans le cylindre perpendicu- 
lairement a I'axe, est un cercle ^gal i chacune des bases : 
car, pendant que le rectangle ABCD toume autoor de AB, 
la Ugne IK, perpendiculaire ^ AB, d^crtt nn plan circulaire 
egal k la base , et ce plan n'est autre chose que la section 
faite perpendiculairement a I'aiie an point I. 

Toute section PQGH, faite guivaai I'axe, est un rec- 
tangle double du rectangle generalear ABCD. 

U. On appelle cone droit le solide pro- 
duit par la revolution du triangle rectangle 
SAB, qu'on imagine toumer autour da cdte 
immobile SA. 

Dans ce mouvement, le c6t6 AB decrit 
nn plan circulaire BDCE, qu'on appelle la 
, base du cone, et I'hypotenuse SB en decrit 
la surface laterale. 
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Le point S s'appelle le sommet da coney SA Vaxe ou la 
hauteur y ct SB le cote ou Vapotheme. 

Toutc section HKFI, faite perpendiculairement a I'axe, 
estuncercle; toute section SDE, faite suivant Taxe, est 
un triangle isocele double du triangle gcnerateur SAB. 

III. Si du cone SCDB on retranche, par une section 
parallele a la base , le cdne SFKH , le solide reslant CBHF 
s'appelle cone tronque ou tronc de cone. ^ 

On pent supposer qu'il est decrit par la revolution du 
trapeze ABHG, dont les angles A et G sont droits, autour 
du c6le AG. La ligne immobile AG s'appelle Vaxe ou la 
hauteur du tronc ^ les cercles BDC, HFK, en sont les bases y 
et BH en est le cote. 

rV. Deux cylindres ou deux c6nes sont scmblables lors- 
que leurs axes sont entre eux comme les diam^tres de leurs 
i>ases. 

y. Si dans le oercle AGD qui sert de 
base a un cylindre on inscrit un polygone 
ABODE, et que sur la base ABQ)E on el^ve 
un prisme droit egal en hauteur au cylindre, 
le prisme est dit inscrit dans le cylhulrCy ou 
le cylindre circonscrit au prisme. 

II est clairque les aretes AF, BG, CH, etc., 
du prisme, etaut perpendiculaires au plan de 
la base, sont comprises dans la surface convexe du cylindre ; 
done le prisme et le cylindre se touohent suivant ces aretes. 
Nous admettrons comme une chose evidenle que si le 
nombre des cdtes du polygone inscrit devenait tr^s-grand, 
la difference entre la surface laterale du cylindre et la sur- 
face laterale du prisme deviendrait moindre que toute quan- 
tite donnee , ou , en d'autres termes , la surface laterale 
d'un cylindre est la limite de la surface laterale d'un prisme 
inscrit dont le nombre des faces croittindefiniment. 

Nous admettrons de meme que le volume d'un cylindre 
est la limite da ^volume d'un prisme inscrit dont le nombre 

des faces croit inddfiniment, 

17. 
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Soil encore A BCD un polygone inscrit 
dans le ccrcle ABC qui sert ile hase a 
un cone, et conMruisons unc pyraroide 
SABCD, ajant pour base ce polygone, et 
pour sommet le point S ; les aretes SA, 
^ SB, SC, SD, de cette pyramide appar- 
.liennent & la surface du cdne, et cette 
pyramide est dite inscrite dans le cdne, ou le c6ne cir- 
coiucrit a la pyraniide. 

Nous admettrons encore que la surface laterale du com 
est la limitede la surface laterale d^une pyramide inscrite dont 
le nombre des faces croit indefiniment ; et aussi que le vo- 
lume d'un cone est la limitd du volume des mimes pyramides. 

PROPOSITION PREMIERE. 



THBORBMB. 





Le 'volume dun cjrlindre a pour mesure le produU 
de sa hose var sa hauteur. 

Inscrivons dans la base du cylindre un poly- 
gone regulier, et construisons le prisme droit 
ayant pour base ce polygone, et meme hauteur 
que le cylindre. 

Soit B la base du prisme, V son volume, 
et H la hauteur du cylindre, on a 

V = BxH. 

Or, le volume du cylindre est la limite du volume d'un 
^prisme inscrit dbnt le nombre des faces crott indefini- 
ment. On aura done la mesure du cylindre, en prenant la 
limite du produit B X H. Mais le polygone inscrit B a 
pour limite !a surface du cercle , et le facteur H est cons- 
. tant ; done, enfio, 

vol. cylindre = cerele X H. 
Corollaire I. Les cylindres de meme hauteur sont entre 
eux comme leurs bases, et les cylindres de meme base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 
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Corollaire II. Les cylindres semblables sont comme les 
cubes des hauteurs , ou comme les cubes des diametres des 
bases. Car les bases sont comme les carres de leurs dia- 
metres; et pulsque les cylindres sont semblables, les dia- 
metres des bases sont comme les hauteurs^; done les bases * def.^i. 
sont comme les carres des hauteurs; done les bases mul- 
tipliees par les hauteurs, ou les cylindres eux-memes, sont 
comme les cubes des hauteurs. 

Scolie, Soit R le rayon de la base d*un cylindre, H sa 
hauteur, la surface de la base sera irRS et la solidite du 
cylindre sera itR*xH, ou kR*H. \ 



y 



PROPOSITION II. 



THKOR&MB. 



La surface latirale dim prisme droit a pour mesure 
le pirimkre de sa base multiplii par sa hauteur. 

Car cette surface est egale a la somme 

des rectangles AFGB, BGHC, CHID, etc., 

dont elle est composee; or les hauteurs 

AF, BG, CH, etc., de ces rectangles sont 

egales a la hauteur du prisme; leurs bases 

AB, BC, CD, etc., prises ensemble, font 

le perimetre de la base du prisme. Done 

la somme de ces rectangles ou la surface 

C laterale du prisme est egale au perimetre 

de sa base multiplie par sa hallteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la m^me hauteur, 

les surfaces laterales de ces prismes seront entre elles comme 

les perimitres de leurs bases. 

PROPOSITION m. 

THBOR&MS. 

La surface latirale dun cylindre a pour mesure la 
circonfirence de sa base multiplide par sa hauteur. 




''\ 
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Inscrivons dans la base da cylindre un po- 
lygene reguHer, et construisons le prisme droit 
qui a pour base ce polygone , et m^me hau- 
teur que le cylindre. 

Soit.P le perimdtre de la base, S la surface 
laterale du prisme , et H U hauteur du cylin- 
dre ; on a 

S = PxH. 

Mais la surface laterale du cylindre est la limite de la 
surface d*un prisme inscrit dent le nombre des faces crott 
indefiniment ; done on aura la mesure de la surface du cy- 
lindre en prenant la limite de P X H. Or le perimetre P 
du polygone inscrit a pour limite la longueur de la circon- 
ference, et le facteur H est constant ; done enfin, 

surf, cylindre = circ. X H. 

PROPOSITION IV. 

THEOSiME. 

Le volume (Tun cdne a pour mesure le produit de sa 
base par le tiers de sa hauteur, 

Inscrivons dans la base du c6ne un 
polygone rcgulier, et construisons la py- 
ramide ayant pour base ce polygone , et 
pour sommet le sommet du cone. 

Soit B la surface du polygone inscrit, 
G V le volume de la pyramide, et H la hau- 
teur du c6ne ; on a 

Or le volume du cone est la limite du volume d'nne 
pyramide inscritc dont le nombre des faces crott indefini- 
ment. D'ailleurs la base B de la pyramide a pour limite la 

surface du cercle, etle facteur -^ est constant; done 

H 




vol. cylindre x=^ cercle X -x-. 
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Corollaire, Un c6ae est le tiers d'un cylindre de m^mc 
base et de m^me hauteur ; d^ou il suit, 

I* Queles cones d'egale hauteur sont entre eux comrae 
leurs bases; 

Tl* Que les c6nes de bases egales sont entre eux comme 
leurs hauteurs ; 

3* Que les cdnes semblables sont entre eux comme les 
cubes des diametres de leiirs bases , ou comme les cubes 
de leurs hauteurs. 

Scolie. Soit R le rayon de la base d\in cone, H sa hau- 
teur, la solidite du c6ne sera w R* x -7 H ou 7 ic R' H. 



PROPOSITION V. 



THEOREME. 



Le cdne tronqui ADEB, dont AG, DP, sont les rayons 
des bases et PO la hauteur y a pour mesure ^ x. OP. 

(aoVdpVaoxdp). 

Soit TFGH une pyramlde 
triangulaire de m^me hauteur 
que le c6ne SAB, et dont la 
base F6H soit equivalente a 
la base du c6ne. On pent sup- 
poser que ces deux bases sont 
^9 placees sur un m^me plan ; 
alors les sommeta S et T se- 
& ront a egales distances du 

plan des bases, et le plan EPD prolonge fera dans la py- 
ramide la section IKL. Or je dis que cette section IKL est 
equivalente a la base DE; car les bases AB, DE,sont 
ntre elles comme les carres des rayons A0« DP, ou comme 
les carres des hauteurs SO, SP; les triangles FGH, IKL, 
sont eutre eux comme les carres de ces m^mes hauteurs ; 
done les cercles AB, DE, sont entre eux comme les trian- 
gles FGH, IKL. Mais, par hypothese, le triangle FGH ^st 
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Equivalent au cercle AB ; done le triangLe IK.L est equiva- 
lent au cercle DE. 

Maintenant, la base AB multipliee par | SO est la soli- 
dite du cdne SAB, et la base FGH multipliee par | SO est 
I celle de la pyramide TFGH ; done, a cause des bases equi- 
valentes, la solidite de la pyramide est egale a celle du 
c6ne. Par une raison semblable, la pyramide TIKL est 
equivalente au e6ne SDE ; done le trone de e6ne ADEB 
est equivalent au trone de pyramide FGRIKL. Mais la base 
FGH, equivalente au cercle dont le rayon est AO , a pour 

mesure -k x AO ; de m^me la base DLL = ic x DP , et la 

— a — a 

moyenne proportionnelle entre ir X AO et w x DP est ir X 

AO X DP ; done la solidite du trone de pyramide, ou celle 
du trone de c6ne, a pour mesure j OP X (''^ X AO -hi^X 
DP -+- IT X AO X DP) , qui est la m^me chose que j w x 
OP X (AO + DP -f- AOX DP). 

PROPOSITION VI. 

THEOR&MB. 

La surface latirale (Tune pyramide riguliire S ABCDE 
a pour mesure le pirimkre de sa base multiplU par la 
moitU de I'apothime SI (*). 

^ En eiTet, la surface laterale de la 

pyramide reguliere se compose des 
triangles isoceles egaux SCD, SBC, 
SAB. . . . ; or on a 

SCD = CDX 




SI 



SBC = BC X 



SAB = AB X 



2 

SI 
SI 

2 



(*) L'apotkeme est la perpendiculaire abaissee da sommet S sur un des 
cotes de la base de la pyramide. 



LIVBB VII 1. 



a65 




Done en ajoutant on obtient pour la mesure de la sur-i 
face laterale de la pyramide : 

(CD -h BG + AB -h AE + ED) X — . 
PROPOSITION VU. 

THEORiHE. 

La surface latirale dun c6ne a pour mesure la circon^ 
firence de sa base multipliie par la moitid de son cdtd. 

Inscrivons dans la base du c6ne un 
polygone regulier ABCD, et construi- 
sons la pyramide regull^re ayant pour 
base ce polygone, et pour sommet le 
point S. 

Soit P le perim&tre du polygone , S 
^G la surface laterale de la pyramide, et SI 
Tapoth^me; on aura 

S=PX— . 

Or, S a pour limite la surface laterale du c6ne ; P a pour 
limite la circonference OE; et il est facile de reconnaitre 
que SI a pour limite SE ; car on a SE — SI < EI, et Ton 
sait que EI pent devenir moindre que toute quantite don- 
nee lorsque le nombre des c6tes du polygone inscrit est 
suffisamment grand ; done 

surf. c6ne = circ. OE X — • 

Scol'ie. Soit L le c6te d^un c6ne , R le rayon de sa base, 
la circonference de cette base sera a ir R, et la surface du 
cdne aura pour mesure 2 w R X J- L, ou w R L. 

PROPOSITION vm. 

THEOR&ME. 

La surface latirale du tronc de cdne ADEB a pour 
mesure son coti AD multiplid par la demi-somme des 
drconfirences de ses deux bases AB , DE. 







2()6 GEOMCTRIE. 

Dans le plan SAB qui 

passe par Taxe SO , me- 

„ nez perpendiculaircmenl 

• '-..^M a SA Id ligne BF, egale 

.--"'"" '•:.J^ ^ 1^ circonference qui a 

^'""^ pour rayon AO; joigncz 

SF, et menez DH paral- 
lele a AF. 

A caAise des triangles semblables SAO , SDC , on aura 

AO_SA. 

dc~sd' 

et a cause des triangles semblables SAF, SDH, on aura 

AF SA. 




dono 



DH~SD' 
AF AO circ. AO 



DH DC circ. DC 
Mais par construction AF == circ. AO; done DH = circ. 
DC. Cela pose, le triangle SAF, qui a pour mesure AF X 
^ SA, est egal a la surface du c6ne SAB qui a pour mesure 
circ. AO X ^ SA. Par une raison semblable le triangle 
SDH est egal a la surface du cone SDE. Done la surface du 
tronc ADEB est egale a celle du trapeze ADHF. Celle-ci a 

pour mesure AD.X ( ); done la surface du tronc 

de c6ne ADEB a pour mesure son c6te AD multiplie par 
la demi-somme des circonferences de ses deux bases. 

Corollaire. Par le point I , milieu de AD , menez IK.L 
parallele a AB, et IM parallele a AF; on demontrera 
commc ci-dessus que IM = cir. IK. Mais le trapeze 
ADHF =r AD X IM = AD X circ. IK. Done on peut 
dire encore que la surface (Tun tronc de cone a pour me- 
sure son cote multiplie par la circonference dune section 
faite a igale distance des deux bases. 

Scolie. Si une ligne AD , situee tout enti^re d'un meme 
c6te de la ligne OC et dans le meme plan , fait une revo- 
lution autour de OC , la surface decrite par AD aura pour 
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A Tx (circ, AO 4- circ, DC\ . _^ . irr 
mesure AD X I ), ou ADx«rc. IK, 

Ics lignes AO, DC, IK, etant des perpendiculaires abaissees 
des extrcmites et du milieu de la ligne KD sur Taxe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu*a lenr rencontre 
mutuelle en S , il est clair que la surface decrite par AD 
est celle d*un cdne tronque dont OA et DC sont les rayons 
des bases , le c6ne entier ayant pour sommet le point S. 
Done cette surface aura la mesure mentionnee. 

Cette mesure aurait toujours lieu quand m^me le point 
D tomberait en S , ce qui donnerait un c6ne entier, et 
aussi quand la ligne AD serait parallele a Taxe, ce qui don- 
nerait un cylindre. Dans le premier cas DC serait nuUe , 
dans le second DC serait egale a AO et a IK. 



THBOREMB. 



La surface engendrie par une portion de polygone 
rigulier A BCD, tournant autour cTun diametre FG, a 
pour mesure la circonfirence du cercle inscrit dans le 
poly gone A BCD, multiplUe par la projection MQ du 

contour ABCD sur le diamkre FG. 
Le point I etant au milieu de AB , 
et IK etant une perpendiculaire a 
Taxe abaissee du point I, on a 
surf. AB = AB X circ. IK. 
Mcuez AX parallele a Taxe, les triangles ABX, OEK, au- 
ront les c6tcs perpendiculaires chacun a chacun ; done ces 
triangles sont semblables, et donnent la proportion 

AB 01 circ. 01. 




d' 



0(1 



done 



AX ou MN IK circ. IK 

AB X circ. IK = MN X circ. 01; 

surf. AB = MN X circ. 01. 



.t 
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On verrait de m^me que 

. (•) gurf. BC = NP X circ. 01, 
et surf. CD = PQ X circ. 01 ; 

done en ajoutant 

surf. ABCD= (MN4-NPxPQ)Xcirc!0I=MQxcz>e.0I. 
B Corollaire, Si Ton considere un 

C polygene regulier d*un nombre de 
c6t^s pair, et que Taxe FG passe par 
deux sommets opposes F, G, la sur- 
F G face enti^re decrite par la revolution 

du demi-polygone FACG sei-a egale k son axe FG multi- 
plie par la circonference da cercle inscrit. Get axe FG sera 
en m^me temps le diam^tre du cercle circonscrit. 

DEFINITIONS. 

I. line zone spfUrique est une por- 
tion de la surface de la sphere comprise 
entre deux plans paralleles qui en sont 
les bases. L'un des plans pent Stre tan- 
gent k la sphere; alors la zone n*a 
qu'une base. 

II. La hauteur d*une zone est la dis- 
tance des plans des deux bases. 

III. Si Ton concoit que la demi-circonference DAE, 
tournant autour du diametre DE, engendre la surface de la 
sphere, en meme temps Tare FH decrira la surface d^une 




zone. 



PROPOSITION X. 



THEOREMS. 



Vaire dime zone sphdrique est igale a sa hauteur 
multipliie par la circoafirence dun grand cercle. 



(*) Nous entendons par turf. AB, surf. UC, les sui 'aces eiigendrees par Ics 
lignes AB, EG... 



r 
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Soit la zone engendree par Tare AB 
toumant autour du diam^tre MN. 

Inscrivons dans Fare AB une por- 
tion de polygone r^gulier ADCB, et de- 
signons par S la surface engendree par 
^ ADCB toumant autour de MN; on 

aura 

S = circ.OIxEF. 

Or nous admettons comme une pro- 
position evidente que la surface en- 
N gendree par Fare AC est la limite de la 
surfisice engendree par une portion de polygone regulier 
inscrite^ dont le nombre des c6tes crott indefiniment. On 
aura done la mesure de la zone en prenant la limite de 
circ. 01 X EF. 

Mais cir. 01 a pour limite circ. OM, et le facteur EF 
est constant; done 

zone AB = circ. OM X EF. 

Corollaire I. Dans des spheres egales, deux zones sont 
entre elles comme leurs hauteurs. 

Corollaire It. La surface de la sphere, pouvant etre con- 
sideree comme une zone dont la hauteur est egale au dia- 
metre, a pour mesure la ctrconference d'un ^and cercle 
multipliee par le diam^tre. 

Soit R le rayon de la sphere, on aura done 

surf. sph. = airR X aR == 4^R*; 

d*o(i Ton voit que la sphere est egale a quatre grands cer- 
cles. 

Corollaire III. La surface de la sphere £tant ainsi me- 
sur6e avec le carre construit sur Tunite de longueur, on 
pouri*a facilement ^valuer avec la m^me unite les fuseanx, 
les triangles et les polygones spheriques, puisqu^on a trouve, 
dans le livre YII, leur rapport au triangle trir^ctanglci 
qui est la huitieme partie de la sphere. 
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PROPOSITION XI. 
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THEORlkMS. 

Le volume engendrd par un triangle tournant au- 
tour d.un axe sUud dans son plan , et passant par lui 
de ses sommets , a pour niesure la surface ddcrite par 
le cotd opposi a ce sommet , multipliie par le tiers de 
la liauteur correspondante a ce c6td. 

jL I ® Supposons d'abord que le trian- 

gle CAB tourne autour d'un de ses 
cdtes CB. Le volume engendre par 
CAB est la somnie des cones decrits 
par les triangles rectangles CAD^ 
ADB ; on a done 

vol. CAB=lir.AD. CD-f-^Tc. AD. DB=^.AD. tB. (i) 
Or, si Ton abaisse CG perpendiculaire sur AB, on a 

CG X AB=CBxAD, car ces deux produits mesurent le 

double de Taire du triangle CAB : remplacant dans Tega- 

lite (i) AD X CB par CG X AB, il vient 

vol. CAB=iir. AD.CG.AB=iCG.7c.AD.AB. 
Or TT. AD.AB mesure la surface laterale du cone qui 

serait engendree par AB, done 

vol. CAB=surf. AB X^CG. 

a* Supposons maintenant que 
le triangle CAB tourne autour 
d'une droite CD passant par un 
de ses sommets; prolongeons 
AB jusqu'^ sa rencontre avec 
Taxe en D, et abaissons CE per- 
pendiculaire %UT AB, 




(*) Nous appeloDS vol. GAB, le volume engeudre par le triangle CAB tour- 
nant autour de CB. 
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On aura vol. CAB = vol. CAD — vol. CBD. 
Or vol. GAD=surf. AD X i CE ; 

et vol. CBD=8urf. BD X } CE. 

Done vol. CAB=(surf. AD— surf. BD) X ^GE 

=surf. AB X y CE. 

3^ La demonstration precedente supposant que le cote 
AB vienne rencontrer Taxe CD, examinons le cas oil ces 
deux lignes sont paralleles. 

Abaissons AE et BD perpen- 
diculaires sur Taxe CD, et CF 
perpendiculaire sur AB ; nous au- 
rons evidemment 

Q IS J) 

vol. CAB=vol. CAE -h vol. ABDE — vol. CBD. 
Or vol. CAE=^^.AE^CE 

vol. ABDE= ir.AE.ED 

vol. CBD =|Tt.AE!' CD. 

Ajoutant les deux premieres egalites, et retranchant la 
troisieme, il vient 

vol. CAB=i^ (ACE-t-ED— iCD) 
Et comme CD=CE+ED, Tegalite precedente devient 

vol. CA.B=Tc.^!i.ED=AAE.an.AE.ED 
=iCF.8urf. AB; 
ce qui s'accorde avec Tenonce du theoreihe. 

PROPOSITION xn. 



t s 



THEOREMS. 



Soit A BCD une portion de polfgone riguUer : si on 
imagine que le secteur polygonal AOD, situi dun 
tneme coti au diamkre FG , fosse une rei^olution auLour 
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de ce diametre, le solide dScrit aura pour mesure la 
surface engendrie par le contour A BCD , multiplUe par 
le tiers de Vapothkme Ol. 

£a effety le volume engen- 

dre par le secteur AOD est la 

somme des volumes engendres 

par les triangles isoc^les egaux 

^ g AOB, BOC, COD. 

vol. AOB=surf. AB X {01 
vol. BOC=surf. BC X {01 
vol. COD=surf. CD X {OL 

Done, en ajoutant, on a 

vol. A(3D=pi (surf. AB-f-surf. BC-f-surf. CD) 

={OIx surf. ABCD. 




F 

Or 



DEFINITIONS. 



I. Tandis que le demi-cercle DHE, tour- 
nant autour du diametre DE, decrit la sphere, 
tout secteur circulaire FCH decrit un solide 
appele secteur spherique, 

Le secteur spherique est termine par la 
zone que decrit Tare FH. 

n. Un segment de sphere est la partie du 
volume de la sphere comprise entre deux 
plans paralleles. 

La hauteur du segment est la distance des plans paral- 
leles. 




PROPOSITION xm. 



THEOREMS. 



Un secteur spMrique a pour mesure la zone qui lui 
sert de base multipliie par le tiers du rayon. 




N 
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Soil AOB le secteur circulaire qui, 
en tournant autour de MN , engendre ie 
secteur spherique. 

Inscrivons dans Tare AB une portion 
de polygone regulier ADCB, et appe- 
o Ions V le volume engendre par le sec- 
teur polygonal ADGBO; on aura 
V = surf. ADCB X{ 01. 
Or nous admettrons comme une 
chose evidente que le volume du sec- 
teur spherique est la limite du volume 
engendre par le secteur polygonal, lorsque le nombre des 
cotes de la portion inscrite dans Tare AB croit indefiniment. 
On aura done la mesure du secteur spherique, en pre- 
nant la limite de surf. ADCB X | 01 ; mais surf. ADCB a 
pour limite zone AB, et 01 a pour limite OM; done 
secteur spherique = zone AB X { OM. 
Scolie I. Si le secteur circulaire qui decrit le secteur 
spherique devenait egal au demi-cercle, le volume engen- 
dre serait celui de la 'sphere ; mais * alors la zone qui sert 
de base au secteur. spherique serait la surface de la sphere ; 
d*oi!i Ton voit que le volume d*une sphere a pour mesure 
sa surface multipliee par le tiers du rayon. 

Scolie n. Soien't R le rayon de la sphere, et H la hauteur 
de la zone qui sert de base au secteur spherique ; la zone 
a pour mesure aTrR.H; done le secteur spherique a pour 
mesure airR. H.{R ou ficRMI. 

Dans le cas oil le« secteur spherique devient egal a la 
sphere, on a H=!iR; done la mesure du volume de la 
sphere est fwR'^R ou jwR*. 

Si Ton appelle D le diam^tre de la sphere, on a R = — ; 

d'oii R'=— ; le volume dc la sphere s'exprimera done 
D» 



aussi par |tc.-7p ou -i-TcD'. 
o 
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* Scolie HI . Soient P le volume d'une pyramide sphcrique 
triangulaire, Q le volume de la pyramide trirectaugle, S la 
surface de la base de la pyramide, ct T la surface du triangle 
irireclangle. 

On a vUy livre 7, proposition 26, que 

Q — T ; w 

d*un autre c6te, si Ton designe par C le cube dont le c6te 
est Tunite lin^aire, et par c le can*e construit sur cette 
meme unite, on a Les egalites 



• ^ 



C 6 

et = — . (3) 

Multipliant membre a membre les egalites (i), (2) et (3), el 
supprimant les facteurs communs, il vient 

PS R 
C~c^ 3' 

c*est-a-dire que si Ton prend pour unite de volume C, et 
pour unite de surface c , 

Une pyramide spherique triangulaire a pour mesure le 
produit de sa base par le tiers du rayon de la sphere, 

Cette proposition s'etend evidemment a la pyramide 
spherique polygonale. 



PROPOSITION XIV. 






THICOBIKME. 



La surface de la sphere est a la surjace totale du 
cylindre circonscrit {enjr comprerumi ses bases) commt 
2 est a 3. Les volumes de ces deux corps sent entre 
eux dans le meme rapport. 
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Soit MPNQ le grand cercle de la 
sphere, ABCD le carre circonscrit ; si 
on fait tourner a la fois le demi-cercle 
^ PMQ et le demi - carre PADQ au - 
tour du diametre PQ , le demi-cercle 
decrira la sphere, et le demi carre 
B decrira le cylindre circonscrit a la 
sphere. 

La hauteur AD de ce cylindre est egale au diametre PQ, 
la base du cylindre est egale au grand cercle , puisqu'elle 
a pour diametre AB egale d MN; done la surface convexe 
du cylindre est egale a la circonference du grand cercle 
multipli^e par son diametre. Cette mesure est la m^me que 
crfle de la surface de la sphere* : d'oii il suit que la sur- ' 
face de la sphire est egale a la surface laterale du cylindre 
circonscrit. 

Mais la surface de la sphere est egale a quatre grands 
cercles v^onc la surface laterale du cylindre circonscrit est 
egale aussi a quatre grands cercles : si on y joint les deux 
bases qui valent deux grands cercles, la surface totale du 
cylindre circonscrit sera egale a six grands cercles ; done 
la surface de la sphere est a la surface totale du cylindre 
circonscrit comme 4 est a 6, ou comme a est a 3. C'est 
ie premier point qu*il s^agissait de demontrer. 

En second lieu, puisque la base du cylindre circons- 
crit est egale a un grand cercle, et sa hauteur au diametre, 
le volume du cylindre sera egal au grand cercle multiplie 
par le diametre *. Mais le volume de la sphere est egal a 
auatre grands cercles multiplies par le tiers du rayon*, 
cc qui revient a un grand cercle multiplie par J du rayon 
ou I du diametre; done la sphere est au cylindre circons- ^ 
crit comme 2 est a 3, et par consequent les volumes de 
ces deux corps sont entre eux comme leurs surfaces. 

Scolie. Si on imagine un polyedrc dont toutcs les faces 
touchent la sphere, ce polyedre pourra etre considere 

comme compose de pyramides qui ont toutes pour som- 

18. 
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met le centre de la sphere , et dont les bases sont les dlf- 
ferentes faces dii polyedre. Or, il est clair que toutes ces 
pyramides auront pour hauteur commune le rayon de la 
sphere ; de sorte que chaque pyramide sera egale a la face 
du polyedre qui lui sert de base , mnltipliee par le tiers du 
rayon : done le polyedre enticr sera egal a sa surface mul- 
tipliee par le tiers du rayon de la sphere inscrite. 

On voit par la que les volumes des polyedres circons- 
crits a la sphere sont entre eux comme les surfaces de ces 
m^mes polyedres. Ainsi, la propriete que nous avons dc- 
montree pour le cylindre circonscrit est commune a une 
infinite d*autres corps. 

On aurait pu remarquer egalement que les surfaces des 
polygones circonscrits au cercle sont entre elles comme 
leurs contours. 



' PROPOSITION XY. 

THEORl&ME. 

>*— ^ Le solide engendri par le segment cir- 
culaire BMD' tournarU aulour dun dia- 
mhre ACG extirieur a ce segment y a 
pour mesure la sixieme partie du cercle 
qui aurait pour rayon la corde BD du 
segment , multipliie par la projection KF 
de la corde BD sur I' axe AC. . 
En effet, on a vol. BMD = vol. CDMB — vol. CDB. 

(0 




Or 



■a 



vol. CDMB = |7tCB. EF. 
vol. CDB = i CI X surf. DB. 
Et comme surf. DB = a w CI. EF, 



on a 



vol. CDB = I TT CI. EF. 



(^) 



Betranchant Tegalite (2) de Tegalite (i), membre a mem- 
bre, il vient : 

vol. BMD = f TT. EF (CB---CIJ! 
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D'ailleurs dans le triangle CBI, on a 

2 

2 3 2 BD 

CB — CJ=BI = ^. 

4 

2 

Don(» vi>l. BMD = f ir. EF. ^ = ^ 7t Bd' EF. 
Scolie. Le solide decrit par la segment BMD est a la 

— 2 

sphere qui a pour diametre BD , comme -^ tc. BD. EF est 
a Jtc.BD, ou ::EF: BD. 

PROPOSITION XVI. 




THEOREMS. 



Tout segment de sphere ^ compris entre deux plans 
paralleles , a pour mesure la demisomme de ses bases 
multipl^ie par sa hauteur y plus la soliditi de la sphere 
dont cette meme Imuteur est le diamkre. 

" R^ — [ jg Soient BE, DF, les rayons des bases du 

segment, EF sa hauteur, de sorte que le 

segment soit produit par la revolution de 

p Tespace circulaire BMDFE autour de I'axe 

FE. 
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On a * vol. B»ID = A,c. BD. EF, 

* vol. BDFE=|tr. EF. (BEh-DF^-BE. DF) ; 
done le segment de sphere qui est la somme de ces deux 
volumes a pour mesure, 

1 TT. EF. (a BeV 2 DF^ + aBE. DF + BD)\ 
Mais en menant BO parallele a EF, on aura 

DO = DF — BE, D0'= DF — aDF. BE + BE,* 
et par consequent 

BD =BoV D0*=^ EfV Df"*— aDF X BE-f- BE? 



5. 



Meltant cette valeur a la place de BD dans Texpression du 
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segment, et efTacant ce qni se detruit, on aura pour la 
solidite du segment, 

i IT EF. (3BE V 3DF V Ef/, 
expression qui se decompose en deux parties ^ Tune 

i»r EF. pE -h WpI ou EF. (1^±Il^ , 

est la demi«somme des bases multipliee par la hauteur; 

Tautre ~ ir. EF represente la sphere dont EF est le dia- 
'^iS.wi. m^tre * : done tout segment de sphere, etc. 

Corollaire. Si Tune des bases est nulle, le segment done 
il s'agit devient un segment spherique a une seule base ; 
done tout segment spherique a une base equwaut a la moi' 
tie du cylindre de meme bcue et de meme hauteur, plus La 
sphere dont cette hauteur est le diametre. 



FIN DU HtJlTiEME LIVRE. 
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GEOMlilTRIE DANS L'ESPACE. 



THftORftMES A DfiMONTRER. 



*^ 



i. Si une droite est perpendiculaire h un plan^ tout plan paral- 
lele a cette droite sera perpendiculaire au premier plan. 

2. Deux droites parall^les font des angles ^ganx avec ie mdme 
plan. 

3. Si dans une angle tri^dre deux des angles plans sont ^gaux^ 
les di^dres opposes seront egaux, et r^ciproquement. 

4. Dans un angle triedre^ k un plus grand di^dre est oppos^e 
une plus grande face^ et r^ciproquement. 

5. Les trois plans perpendiculaires aux faces d'un angle tri6- 
dre^ men^s suivant les trois bissectrices des angles plans de ce 
tri^dre^ se rencontrent suivant la m^me droite. 

,6. Les trois plans men^s suivant les aretes d'un angle tri^dre 
perpendiculairement aux faces oppos^es se conpent suivant)^ la 
m^me droite. 

7. Les plans men^s par les aretes d'un angle tri^dre et les 
bissectrices des faces oppos^es se coupent suivant une mdme 
droite. 

8. Si par le sommet d'un angle trlMre on m^ne dans chaque 
face une perpendiculaire sur I'ar^te oppos^e, ces trois perpendi- 
culaires seront dans un ro^me plan. 

9. Dans tout t^traedre^ les lignes qui joignent les milieux des 
aretes opposees se coupent mutueliement en deux parties ^ale^. 

40. Deux t^tra^dres qui ont un angle solide 6gal sont entrc 
eux comme les produits des aretes qui comprennent Tangle solide 
^al. 

il. Leplan bissecteur d'un angle diMre d'une pyramide trian- 
gulaire ditise I'ar^te oppos^e en deux segments proportionnels aux 
faces adjacentes. 

12. Si un t^tra^dre renferme un angle solide trirectangle^ le 
carr^ de la face oppos^e sera^al a lasomme des carr6s des trois 
aulres. 
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id. Le volume d'un parail^Upipede tronqu^ a pour mesurele pro- 
duit de sa base par la perpendiculaire abaiss^e du centre de la base 
sup^rieure sur la base inf^rieure. 

i4. Dans un tetraedre , les lignes qui joignent chaque sommet 
au point de concours des m^dianes de la face oppos^e se coupent 
en un n)6me point. ( Ge point est le centre de gravite du t6- 
tra^dre. ) 

i5. La perpendiculaire abaiss^e du centre de grayite d'un t^- 
tra^dre sur un plan est la moyenne des perpendiculaires abais- 
s^es des quatre sommets du tetraMre sur le m^me plan. ( Com- 
ment doit-on interpreter le th^or^me^ lorsque les sommets ne sent 
pas d'un m^me c6t6 jyr rapport au plan T) 

16. Tout plan passant par les milieux de deux aretes oppo- 
s^es d'un t^tra^dre divise ce t^tra^dre en deux parties ^quiva- 
lentes. 

i7. Par quatre points non situ^s dans un mSme plan on pent 
faire passer une sphere et on n'en peut faire passer qu'une. 

18. Dans tout tetraedre on peut inscrire une sphere. 

19. Lorsque trois spheres se coupent deux k deux^ les plans des 
trois cercles d'intersection se coupent suivant une mSme droite 
perpendiculaire au plan des trois centres. 

20. Quand trois droites rectanguiaires coupent une sphere^ et 
passent par un m^me ooint^ la somme des carr^s des cordes com- 
prises est Constanta. 



LIBUX G£0M£TR1QUES ET PR0BL£MES. 

Dans.Ia geometrie plane, nous avons defini lien geome- 
trique, une ligne renfermant tons les points dn plan jonis- 
sant d'une propriete commune. De meme, dans la geome- 
trie de Tespace , on appelle lieu geometrique la serie des 
points de Fespace qui satisfont a une ou deux conditions 
donnees. Ce lieu geometrique peut ^tre une surface ou une 
ligne. 

Ainsi la sphere est le lieu geometrique des points sitncs 
a une meme distance d'un point donne, et la perpendicu- 
laire elevee au plan d'un cercle en son centre est le lieu 
geometrique des points qui sont egalement distants de tous 
les points de la cir conference. 



GEOMfrRIC. 281 

1. TroiiYcr le lieu des points a ^galc^distance des deux points 
donnes. 

2. TrouYer le lieu des points ^akment distants de trois points 
donnas. 

3. Trouver le lieu des points ^galement distants de deux plans 
donnas. 

4. Trouver le lieu des points ^gaiement distants de trois. plans 
donnas. 

5. Trouver le lieu des points de I'espace ^galement distants de 
deux droites situ^es dans un m^me planr 

6. Lieu des points de Tespace a ^gale distance de trois droites 
situ^es dans un m^me plan. 

7. Trouver le lieu des points tels que la sonime des distances 
de chacun d'eux k deux plans donnas soit ^gale k une ligne 
donn^e. 

8. Trouver le lieu des points tels que la somme des carr^s des 
distances de chacun d'eux k deux points donnas soit ^gale k un 
carr6 donn6. 

9. Touver le lieu des points tels que la difference des carr^s 
des distances de chacun de ces points k deux points donnas soit 
^gale ^un carre donn6. 

10. On coupe par une suite de plans parallMes deux droites 
non situ^es dans un m^me plan, et on tire les lignes qui joignent 
les points d'intersection de chacun de ces plans avec les deux 
droites donnees; on demande le lieu g^ometrique des points 
qui divisent toutes*ces lignes de jonction dans le rapport 
de m kn. 

il. £tant donnees deux droites rectangulaires non situees dans 
un m^me plan, on insure entre ces deux droites des lignes de 
longueur donn^e^ et on demande le lieu geom^trique des milieux 
de ces droites. 

12. Calculer le volume engendr^ par un hexagone r6gulier« 
toumant autour d'un de ses cdt^s. 

13. Trouver le volume engendr^ par un demi-d^cagone r^gu- 
Tier dont le c6te est a, toumant autour du diam^tre du cercle cir- 
conscrit. 

14. Trouver la surface de la terre en myriamfetres carr^s. 

15. Trouver quelle serait la mesure d'une pyramide, si Ton pre- 
nait pour unite de volume la sphere qui a pour rayon I'unite li- 
n^aire, et pour unite de surface le cercle qui a pour rayon Tunite 
de longueur. 

16. IjCS angles d'un triangle sph^rique sont respectivement : 
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5«»i8', 64* 8% 82® 4% le rayon de la sphere est 6*; calculer en 
metres carr^s la surface da triangle sph^rique. 

17. TrouTer le volume. d*un segment sph^rique h une base 
dont la hauteur est 4", et situe sur une sphere dont le rayon 
est 9». 

18. Les rayons des bases d*un cdne tronqu4 sont 3*^ et 5", et son 
ar^te a 7"* de longueur ; trouver la surface et le volume du cone 
tronque. 
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THEORIE DES TRANSVERSALES. 



On appelle transversals une ligne droite qui vicnt rencontrer 
un systeme de plusieurs lignes. 

th£oreme 1. 

Si les trois cdtesjTun triangle, prolonges s'il le /aut, sont cotipes 
par une transversale^ il g a sur chaque cdfe deux segments^ et ces 
six segments sont lets que le produit de trois d'entre eux, n^ayant 
avcune extremite commune, est igale au produit des autres, 

Soit ABC le triangle propose, et DEF 
la tranSYersale. Menons^ par le point G , 
une parallele CG au cdt6 AB^ jusqu'k la 
rencontre de la transversale. Les triangles 
semblables ADE, EGG, donnent la pro- 

AE AD 
portion CE = CG' 

d'oii AE X CG = GE X AD. (1) 

Les triangles semblables GGF^ FBD^ don- 
nent aussi la proportion 

GF_CG 

5f""bd' 

d'ou I'on deduit GFXBD=BFXCG ; (2) 

multipliant les egalit^s (1) et (2), et di vis ant par le facteur com- 
mun GG> on a 

AEXCFXBD=ADXBFXCE. 

ra^OREME n. 

Aiciproquement^ si trois points pris en nambre pair sur les cdtes 
d^un triangle et ennombre impair sur les prolongements des c6tis, 
ditemdnent six segments tels que le produit de trois dPentre eux 
non consicuti/s soitegaiau produit des trois autres, ces trois points 
seront- en ligne droite. 





d'ou 

ou encore 
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Sott ABC le triangle^ et soicnt D^ E^ F, 
trois points tels que 

AD X BF X CE =BD X CF X AE; (0 

^ . je dis que les trois points D, E, F, seront en 

B C i" F ligne droite ; car si ta droite DE rencon trait BC 

n un point F' different de F, ou aurait^ en vertu du thdoreme 

pn^c^dent, 

ADXBF'XCE=BDXCF'XA.E. (2) 

Divisant T^galit^ (i).par T^gaiit^ (2)^ et supprimant les facteurs 

., . , BF CF 

communs^ il vient ^ = jp=; ; 

BF — CF BF 

BF' — CF' — BF" 

BC _BF , 

BC "" BF' ' 

proportion dvidemment fausse^ k moins que le point F' ne se 
confonde avec le point F. 

Remarque. Ce thdor^me donne souvent le moyen de recon- 
naitre tr^s-simplement si trois points sont en ligne droite ; nous 
allons en donnerun exemple. 

LEMHB I. 

Deux circonfirences k et 1^ itant donnees, si Von mine deux 
rayons AU, BN, paralliles et dirigis aans le mim£ sens, la droite 
MNy qui joint lews extrimites, rencontrera la ligne des centres en 
un point C qui sera le mime^ quelle quesoU la direction des rayons 
paralliles AM, BN. 

En effet, les triangles 
semblabies AMC, BNC 
donnent la proportion . 
AC_AM 

BC"" AN' 
d'ou ' 

AC — BC AM — BN 
BG "" BN '' 

AB AM — BN 
ou encore g^^=___. 

Or,AB,AM— AN,BN, sont des quantit^s constantes; done BC 
aura aussi une valeur constante. 

Ce point C est appele centre de similitude directe des deux cir- 
confirences, et sa position sur la ligne des centres est d<^terminee 

AC AM 

par la proportion n7>= ms* ^° verrait, en outre, tr^s-facilement 
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que ce point est a la rencontre des tangentes communes ext^ 
rieures. 




LEMME II. 

Etant donnees deux circonferences A et B, si I'on mine le$ rayons 
AM, BN, paralliles et dirigis en sens contraire, la droite MN ren- 
contrera la ligne des centres en un point C, qui sera le m^me, quelle 
que soit la direction des rayons AM^ BN. 

En effet, les triangles spin- 
blables AMC, BNC> donncnt 
la proportion 

AC AM 
CB "" BN • 
Le point G divise la droite 
AB dans ie rapport des deux 
rayons ; done ce point est 
constant. 

On appelle ce point centre de similitude inverse des deux cir- 
conferences. On peut voir aussi qu'il est le point de concours des 
tangentes communes interieures. 

TH^ORENE III. 

l£s centres de similitude directe de trois eercles pris deux a deux 
sont en ligne droite, 
Soient A, By G, les centres des trois eercles ; R, R% R", leurs 

rayons, et soient M, N, P, les 
centres de similitude directe de 
ces eercles pris deux h. deux ; 
on a 

AM_ J^ 
BM "" R' 
BP_R' 

CP""H'' 
CN _R" 

AN""R. 

Muitipliant ces proportions terme k terme, il vient 
A M X BP X CN R X R^ X R'' ^,. 

BM X CP X AN ■" R'X R" X R ' 

d'«a AMXBPXCN=BMXCPXAN. 

Or, par rapport au triangle ABG, AM,^BP, GN, sont trois seg- 
ments n'ayant pas d'extr^mitteommune, et BM, GP, AN, forment 
trois autrcs segments non cons^cutifs ; et puisque le produit des 
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trois premiers est ^gal au produit des trois autres^ on en conclut 
que les points M, N, P, sont en ligne droite. 

Remarque, Lc m^mc th^oreme aurait lieu si Ton prenait deux 
centres de similitude inverse ct un de similitude directe. 



TH^OREME IV. 

Si Us cCiis d'un polygone plan, ou ieurs prolongernents^ sont 
coupis par une IransversaUy ily aura, sur chaquecdti, deux seg^ 
tnents formes par la transversale, fels que le produit des segments 
qui n^ont pas dextrimites communes sera igai au produit de tous 
les autres. 

A Soit, par exemple^ le pen- 

tagone ABGDE^ coupe par 
la transversale mnpqr; je dis 
qu'on aura 

An. Dr. Cm. D^. E^ 
= B». Cr. Dm. Eq. At. 
P ^ ^'^ ^ En effet, menons de Tun 

des sommets A du polygone des diagonales h. tous les autres som- 
roets, et prolongeons-les jusqu'k leur rencontre avec la trans- 
versale. 

Les triangles ABC, ACD, AED, consid6r^s separicment conime 
cQup^s par ia transversale , donneront 

An. Br. Op = Bn. Cr. Ap 

Ap, Cm. i)«. B» Cp. Dm. As 

Ax, D7. Et^Bs,Eq.At 

MuUipliant ccs cgalites, et supprimant les facteurs communs, il 
vicnt 

An. Br. Cm. Dq. Ef ,=Bn. Cr. Dm. Eq. At. 



m 




THilOREME y. 

Si Vonprojette sur un plan les different es portions d'une droite, 
chaque projection sera egale a la portion de droite correspon- 

danfe multipHee par un nombre 
constant pour toutes ces droi- 
tes, 

Projetons sur le plan MN lijs 
portions AB, CD, de la droite AE, 
et suient ah, cd, ces projections ; 
puis menons DF el BH paral- 
Ules a Ea. 
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Les triangles semblables GDF^ ABH^ donnent la proportion 

DF_BH 

i)C~"AB' 

oil, 4 cause de rfc = DF ct ba = BH, 

(/€ ab ^ 

DC ~ AB' 

dc 
done, si -frjT = »», d'ou rfc = DC X w, 

on aura -rs- = in, d'ou a6 = AB X »*• 

Ai> 

THEOREMS Yl. 

St les c6tis (Tun polygone gauche, oh levrs prolongements ^ sont 
covpis par un plq,n iransversaly il y aura^ sur chaqve cdti, deux 
segments telSy que le produitde tous ctvx de ces segments qui n*(mt 
pai (Textrimiie commune, sera egal au produit de tons les autres. 

Snit aSSvB le yolygone pre* 
po9e> et soient t, \ \t., p» les 
points oil les c6t6s ap, 3^* ^T» 
^D 0^9 rencontrent le plan trans- 

versal. Projetons ce polygone 
sur un plan perpendiculaire 
au plan transversal. 
Supposons que ABCD soil 
S E ML R JT cettQ projection, et soit SN 

rintersection du plan de projection et du plan transvers&l. 

Si nous prolongeons les cdtes du polygone ABCD jusqu*& leur 
rencontre avec SN, on aura, d'apr^s le theoreme iv, 

AE.BL.CM.DR=BE CL.DM.AR. (1) 

Or, AE et BE sont les projections , sur un mdme plan , des seg- 
ments ae, ps, du polygone gauche; on a done* * 5. 

AE=:ae.m; BE=Pe.m; 

on a de m^me BL = pX . n, CL = fX . n, 

CM=Tii.p, DM = 8i4.;i;, 

DR = Bp.r, AR = ap.r. 

Reropla^ant dans T^galit^ (1) les segments AE, BE, BL, CL,..., 
par leurs valeurs, et divisant de part et d'autre, par m, n. p. r, 

il vicnt 

o€.pX.Y{i.8o — pe.YX.8{x,ap, 

cc qu'il fallait demontrer. 
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' th£ob^b YII. 

Si Von joint un point pris dans leplan (Cun triangle ABC, au.r 
trois sommets de ce triangle^ ees droites diterminent surles cdtcs 
du triangle^ on $ur ieurs proiongements^ six*segments, tels que ie 
prodtdt AF. BD. CE de trois segments non consicufifs, esAdgal au 
produit FB. DC. AE des trois autres. 

En effet, le triangle ABD, coupe 
par la transyersale FC, donne I'ega- 
lit^ 

AF. BC. DO = BF. DC. AO. {!) 

Pareiilement , le triangle ADC, 
coap^ ^ar la trans versale BE y donne 

AO. BD. EC = OD. BC. AE. (2) 

Multipliant membre k membre les 
^galit^s (i) et (2)y et supprimant les ^ 
facteurs communs, il vient 

AF. BD. EC = BF. DC. AE. 

TH^ORCMB VIII. 

Riciproguement, si trois points F, H, E, en nombre impair sur 
les c6tis d'vn triangle ABC, et en nombre pair sur les prolonge 
mentSy sont tels que le produit de trois segments non consicutifs, 
AF. BD. EC, soil igal au produit des trois autres BF. DC. AE, les 
droites qui joignent ces points aux sommets opposes se couperont 
en un mime poini. 

En effet , si la droite AD ne passe 
pas par le point de concours des 
droites CF, BF, tirons la droite AO, 
qui rencontre BC au point G; on 
aura, en vertu du theoreme prece- 
dent, 

AF. BG. EC = BF. GC. AE; (i) 
mais, par hypoth^se, 

BAF. BD. EC — BF. DC. AE ; (2) 
T) G d'ou,diYisant membre 4 membre, 
BG_GC BG_Bp 

BD^DC' GC~DC' 

ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que ie point G se confond avec 
ie point D. 
Corollaire. Les bissectrices AD, BE, CF, des angles d'un triangie 
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ABC se coupent en un mdine point. En effet, AD 6tant la bissec- 
trice de I'angle BAG, on a 




\. 






BD 


AB 








DG 


AG' 




on 


a de mSme 






• 
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AF 
FB 

GE 
AE 


AG 
BC' 

BG 
""AB- 



r 



Multipliant membre k membre, il vient 



BD. AF. CE 



= 1 ou BD. AF. GE == DG. FB. AE. 



DC. FB. AE 

Donc^ les bissectrices doivent concourir en un m6me point. 

On d^montrerait semblablement que les trois hauteurs d'un 
triangle concourent en un m^roe point, et qu'il en est de mSme des 
droites qui joignent les sommets du triangle aux milieux des c6t^s 
opposes. 

d£fikitions. 



p 

■+- 



B 



I. Une ligne AB est divis^e harmonic 



On en d^duit 



qnement aux points P et Q, lorsque 

AP AQ 
PB " BQ * 
AP_ PB 
AQ-"BQ* 

Done la droite PQ est aussi divis^e harmoniquement par les points 
A et B. 

n. Les quatre points A, B, P, Q, sont dils harmonigues; A et B 
sont dits coTijug'ueSj ainsi que P et Q. 

III. Si Ton joint les quatre points harmo- 
niques A, B, P, Q, k un point S, on aura un 
syst^me de quatre droites SA, SB, SP, SQ, 
qui prend le nom defaisceau harmonique, 
II est Evident que toute droite apbg, pa- 
rallele h APBQ, sera divis6e harmonique* 
ment par le faisceau. 

TH^OREME IX. 

Toute droite aMNR gvi coupe un faisceau harm'onique SAPBQ , 
e$tdivisie harmoniquement par ce/aisceau, et Von a 

aMaR 

MN""NR* 

19 
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d'ou 



donc^ 



En effet^ menons par le point a, aq 
parall^le k AQ, et consid^rons le triangle 
cUSby eoup^ par la transversale S/> , on a 
alf. p6. SN = MN. ap. S. 6; 
frMp6SN_ 

Le ni6me triangle AN6^ coup^ par la 
P B Q transversale S^, donne 
aR. 69. SN s= NR. a^. S6 ; 

., , aR 69 SN . ,_, 

d on «s. -i. '«. = I . (2) 

NR o^ S6 ^ ' 

Comparant les ^alit^s (1) et (2), il vient 

aM pb SN_£R bg SN 

liNap"S6 "~NR*a^'S6' 

Or, la droite ab ^tant divis^e harmoniquement aux points p et 

qy on a. 

ap 09' 

aM oR i 

MN"'NR* 

\ 

D^FINmOR. 

Si Ton prolonge les c6t^s oppose d'un 
quadrilat^re ABCDJusqu'k leur rencontre 
en M et en N, la droite MN est dite la 
troUiime diagonale du quadrilat^re, et le 
quadrilat^re simple ABCD, r^nni au qua- 
drilatfere non convexe DMBN, forme ce 
qn'on appelle un quadrilaUre camplet. 

Chaque diagonale cTun quadrUatlre eomplet est partagie kar* 

moniquemtnt par les deux autres, 

j^ Soit ABGDMN le qua- 

drilat^re eomplet; soient 
AC, BD, MN, ses diago- 
nales; je dis que Tnne 
d'elle8, MN , par exemple , 
est coup6e harmonique- 
ment par les deux autres 
aux points P et Q. En effet, 
le triangle DMN, coup^ 
"t. par la . transversale ACQ, 
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donne QM.NC.DA = QN.GD. AM; , 

,, , QM NC DA . 

^^" WCDAM = *- (*) 

Dans le m^me triangle^ lesdroites PD^ CM^ NA^ partant des som< 
mets et se coupant en B^ on aura 

PM. NC. DA = PN. CD. AM; 
A' ^ PM NC DA ^ 

^^" PN-CD-AM = *- (2) 

Comparant les ^galit^s (1) et (2)^ on en d^duit 

PM__QM 
PN^QN' 
On d^montreraiisemblablement que chacune des diagonales AC, 
BD^ est divis^e harmoniquement par les deux autres. 



DU POLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT A UN SYSTEMS 

DE DEUX UGNES DROITES. 



THEOBEME XI. 



Deux droit es Oy, Ox, itarU donn^es, ainsi qu'unpoint P, si I'on 
mine, par ce pointy unesicante PAB, et qu'on diiermine le conjugue 
harmonique Q du point P, par rapport a la droite AB, enfaisant 
varier la s4cante PAB, le point Q dicrira la droite OQ, qui est la 
quattiime tranche du/aisceau harmoniqvedontO?, OA, OB, sont 
les trcis premises. 

En effet, si Ton tire les droites OP,' 
OQ, la figure OPBQA forme un fais- 
ceau barmoniqne. Toute secante Vbqa 
sera done divisee harmoniquement par 
le faisceau; done tout point du lieu se 
trouve sur la droitt OQ- 
^ o A ^ Cette droite OQ est dite la polaire du 

point P, par rapport aux deux droites Oy, Ox. 

THEOREME 111. 

Deux droites Oy, Ox, etant donnees et vn point P, si I'on mine 

par ce point deux sdcantes PBA, PB'A', et les droites BA', B'A, le 

point de concours Q de ces deux droites dicrira, lorxqu'onferava' 

rier les secantea, une droite OQ, qtli est la polaire du point P par 

rapport aux lignes Oy, Ox. 
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En effet, consid^rons le quadrilat^re 
complet OBQA, B' A', la diagonaleB' A 
sera coupee harmoniquement par les 
deux autres OQ, AB; done les qiiatre 
lignes OP, Oy, OC, Ox, forment un 
faisceauharmonique, puisque ladroite 
PB'C'A' esldivis^e harmoniquement; et 
A A -' la droite OC est la polaire du point P , 

par rapport aux deux droites Oy, Ox. Or, tout point Q du lieu geo- 
m^trique est situ6 sur OC ; done, le lieu g^om^trique cherch6 est la 
polaire du point P, par rapport aux deux droites Oy, Ox. 

Scolie. On d^duit de \k le moyen de r^soudre, avec la r^gle seu- 
lement, le probl^me suivant : 

Connaissant une droite AB et un point P sur cette droite, trouver 
le conjugu^ harmonique de P par rapport k la droite AB. 

8 Pour cela, joignez un point quelcon- 

que S aux trois points donnas; ipenez 
par le point P la droite quelconque 
PDC ; tirez les droites AD et BC qpi se 
eoupent en 0, et joignez SO ; cete der- 
ni6re rencontrera AB au point cherche 
AT ({^ B ^ Q« Cela r^sulte evidemnient du theo- 

T^tBh qui vient d'etre d6montr6. 




DC POLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT AU CERCLE. 



THEOREHE XUI. 

Si, par un point P, pris dans le plan cTun cercle, on mine une se- 
cante quelconque PAR, etqu'on determine le conjugui harmonique 
Q du point P, par rapport a AB, le lieu geometrique du point Q, 
lorsqu*on fait varier la sicante PAB, est une ligne droite, ( Cette 
droite est appel^e la polaire du point Ppar rapport au cercle^ et le 
point P en est le pOle.) 

Menons le diam^tre passant par Ic 
point P, et eonstruisons le eonjugue har- 
monique q du point P, par rapport au 
diametre ab ; joignons Q^, etabaissons CM 
perpendiculaire sur la ligne. AB. 
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Les quatre points harmoniques P^ A, Q^ B, donnent la proportion 

PB _ QB 
PA^QA' 
d'ou PB + PA^QB + QA 

PA QA ^ 

et comme QB + QA = AB = PB — AP, il vient 

PB + PA PB — PA 
PA - QA ^ 
et en composant les termes de cette proportion^ 

PB + PA PA PA 

2PB ""PA + QA—PQ* 
Mais le point M 6tant le milieu de AB^ on a ^ 

PA + PB = 2PM; 
la proportion (1) devient done 

2PM_PA PM_PA 
2PB — PQ^^^PB ""PQ" 
ii en r^sulte PQ X PM = PB X PA. (i) 

On d^montrerait absolument de la mSme mani^re que 

Pqr X PO = Pa X P^- 

Or PAXPB = PaXP6; 

done PQ X PM = P</ X PO, 

PQ PO 
ou "-=• = ^— . 

Pg PM 

Les deux triangles PQ^, PMO^ ayant un angle ^gal P compris 
entre c6t6s proportionnels ^ seront semblables^ et, comme Tangle 
PMO est droits Tangle P^Q Test aussi; done, le lieu geom6trique 
d^crit par le point Q est une droite perpendiculaire k Pab, au point 
q, conjugu^ harmonique de P par rapport au diametre ab. 

CoroUaire, La position du point q est determin6e par T^galit^ 

p^ X PO = Pa X P6; (1) 

or Pa X P^ = (PO + Oa) (PO — Oa) = PO — Oo;^ 

d'ailleurs P^ = PO — 0^^ 

la relation (1) devient done 

(PO — Oq) PO = PO^— Oa,^ 

ou PO X 0^ = 6Z 

Cette derni^re relation montre .que si PO devenait ^gal h, Oq, Oq 
serait egal k PO ; done la uolaire de Tun des deux points P ou gr 
passe par Tautre point. 

II r^sulte encore de cette relation, que si le point P se rapproche 
du point a^ le point 9 s'en rapproche ^galement; et si PO etait^gal 
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h Oa, Oq serait aussi i^gal kOa; done la polalre d'un point de la 
circoffifftrence est la tangente a ce point-. 

Si PO devient plus petit que Oa, Qq devient plus grand que le 
rayon^ et la polaire est ext^rieure au cercle ; enfin^ si PO devenait 
egai a z^ro, O7 deviendrait infiniment grand. 

th£orbme xiy. 

Lorsqu*un point P se meut sur une droits ST, la polaire de ce 
point passe constamment par lepOle de la droiie, 

Tirons ladroite OP, d^terminons le point Q 
de telle sorte que 

OQ X OP = OA; 
la droite QN, perpendiculaire a OP, sera la 
polaire du point P; or je dis qu'elle contien- 
dra le p61e de la droite ST. 
Abaissons OM perpendiculairement sur ST, et qui coupe NQ en 
N ; le quadrilatere MNQP est inscriptible, puisque deux angles op- 
poses sont droits. On aura done 

OM X ON = OP X OQ, 

et comme OP X OP = OA ^ 

on aura OM X ON = OA f 

done, enfin, le point N est le pole de ST. 

Corollaire I. On volt, par ,1a demonstration ei-dessus, que si la 
droite ST tournaitautour du point P, lepdle de cette droite serait 
toujours situisur la polaire du point P. 

Corollaire II. La droite qui joint les pdles rfe deiuc droites est 
la polaire de leur point de concours. Car, d'apr^s^le corollaire I, le 
p61e de cette droite doit se trouver a la fois sur les deux droites 
donn^es. 

Corollaire IIL Si deux poly gonesABCD, abed, cf'un mime nombre 
de c6tisy trads dans le plan dunt circonfirence, sont tels que Us 
sommets A, B, C, D soient les pOles des cdtes de I* autre; ricipro- 
quement, les sommets a, b, c, d du second seront jfs p6les des cCtes 
du premier. A raison de cette propriete, les deux polygones sont 
appel^^'^^^^^^ redproques Tun de Tautre. 

TH6OBEXE XY. 

Si, par un point P, pris dans le plan d'un cercle, on mine une 
iecante PAB, el les tangentes AM, BM, aux points A et B, le lieu 
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geomitriqued^crit par le point M^ quand.la sioante varieray sera 
la polaire du poirU P. 

En effet^ la tangente AM est la polaire du 
point A^ la tangente BM est aussi la polaire 
du point B. II en r^sulte que le point de con- 
cours M des deux tangentes est le p61e de ia 
droite AB. Or le point F est sur la droite 
AB^ done la polaire de ce point passe par le 
point M. 

Corollaire 1. La polaire d'un point M^ pris hors du cercle, est la 
corde de contact AB de Tangle circonscrit qui a ce point pour som- 



Corollaire U. Si un polygone ABCD est 
circonscrit au cercle^ le polygone MNPG, 
form^ en joignant les poijits de contact 
cons^cutifs, sera la polaire r^cipiDque de 
ABCD. 

TH£0R£MB XVI. 



1> ^ C Si, par un point P, pris dans le plan d'un 

cerele^ on mine les sicantes PAB^ PCD; qu^on tire les droit es AC, 
BD, qui se coupent en U, ei les droites BC^ AD^ qui se coupent 
en N, le lieu giqmitrique des points M oti N, lorsqu*on fait va- 
rier les sicantes PAB ^ PCD^ est une droite qui est la polaire du 
point P. 

Tirons la droite MN qui coupe AB, CD, 
en Qy c; en Tertu du th^or^me du quadri- 
lat^recompletMANB, CD, les sicantes AB, 
CD, seront couples harmoniquement, la 
premiere en P^ a, et la seconde en P, c ; la 
droite ac est done la polaire du point P. 
Or les points M et N sont sur cette droite ; 
done, enfin, le lieu g^ometrique des points 
M ou N est la polaire du point P. 

Bemarque 1. Si le point donn^ N 6tait int^rieur k la circonfSrence 
en nienant deux sicantes quelconques CB, AD, puis joignant AC, 
BD d'une part, et de Tautre AB, CD, il s'agirait de trouver le lieu 
g^om^trique du point M ou du point P; or je dis que ce lieu serait 
toujours la polaire du point N. En effet, on vient de voir que Ic 
point P est le p61e de la droite UN; par la m6me raison, le point M 
est le p61e de la droite PN : done le point de concours des lignes 
MN, PN est le p61e de la droite PM. 
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Remarque U. Le th^or&me pr6c6dent fournit le moyen de cons 
(roire ia polaire d'un point en employant la r^gle seulement. 

Si le point donn^ P est ext^rieur a la circonference, la polaire 
MN est la corde de contact de Tangle circonscrit dont le sommet 
est en P. L'intersection de cette droite avec le cercle donnera done 
les points de contact des tangentes qn'on pent mener k la circon- 
f^rence par le point P. 

THiORfiME XTU. 

Dans tout hexagons inscrit d une 
circonfirence , les points de eoncours 
des c6tes opposes sont en ligne droUe, 

Prolongeons trois cdtes non cons^- 

cntifs de Thexagone BC, DF, AE; ces 

.cdt^s d^terminenty par leurs intersec- 



tions^ le triangle QRP^ qui est coup6 
par les trans versales EFM^ ABL^DCN; 
on a donc^ en vertu du th^or^me fon- 
damental des transversales^ les ega- 
lites 

QE X RM X PF = RE X PM X QF> 
QA X RB X PL = HA X PB X QL, 
QN X RC X PD = RN X PC X QD. 
Multi pliant ces egalit^s, et remarquant que . 

QE X QA = QF X QD, PF X PD = PB X PC, 

et RB X RC = RE X RA, 

il vient RM X QN X PL = RN X PM + QL. 

Done les trois points N, L, M sont sur une m6me droite^ qui est 

une transversale du triangle QRP. 
Remarque I. Le th^or^me pr^c^dent serait ^galement vrai si 

I'hexagone inscrit n'^tait pas convexe. 
Remarque H, Le th^or^me^ ayantlieu quelle que soit la gran- 
deur des c6t^s, s'applique encore 
lorsque certains c6t6s de Thexa- 
gone ser^duisent k z6ro; mais alors 
lis doivent Stre remplac^s par des 
tangentes k la circonference : de 
Ik resulteraient plusieurs autres 
th^or^mes^ dont le lecteur, forme- 
rait facilement les ^uonc^s. Nous 
nous borneroDS k citer le suivant : 

Si Von inscrit un triangle dans 
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vn cercle, les points de concours des tangentes menees d ckaque 
sommet avec les cCtis opposes sont en iigne droite. 

TH^ORlfclfE xvni. 

Dans tout hexagone circonscrit d une circonfirence, les diago- 
nales qui Joignent les sommets opposes se coupent en un mime 
point. 

Soit GULMNO I'hexagone cir- 
conscrit; joignoDs les points de 
contact cons^cutifs : nous for- 
merons un hexagone inscrit 
ABCDEFy qui est le polaire re- 
ciproque de GHLMNO. 

Le point de concours des c6t^8 
BC, BF, que nous d^signerons 
par P, sera le p61e de la diago- 
nale HN; de mSme, le point de 
concours des c6t^s AB^ ED, que 
nous d^signerons par R^ sera 
le pdle die la droite GM; enfin le 
point de rencontre des droites AF^ CD , que nous appellerons S , 
sera le pdle de la Iigne GL. Or les trois points P ^ R ^ S ^ sont sur 
une m^me droite ; done leurs polaires HN^ GM^ OL, se coupent en 
un m^me point. 
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DtPllimONS. 

I. On appelle maximum la quantity la plus grande entre toutes 
celles de la inline espece : minimum la plus petite. 

Aiiisi le diam^tre du cercle est un maximum entre toutes les 
lignes qui joignent deux points de la circonference, et la perpendi- 
culaire est un minimum entre toutes les droites men^ d'un poiot 
donn^ k une ligne donnee. 

II. On appelle figures isopirimitres celles qui ont des p^rim^tres 
egaux. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THBORISMB. 

De tous ies triangles formes avec deux c6Us donn^faisanl en- 
tre eux un angle d coUmt^ , le maximum est celui dans lequel les 
deux e6t4s dannisfont un angle droit, 

Solent les deux triangles BAG, BAD , qui 
ont le c6td AB coipmun, et le c5t6 AC e^ AD ; 
si I'angle BAC est droit, je dis que le triangle 
BAG sera plus grand que le triangle BAD, 
dans lequel Tangle en A est aigu ou obtus. 
Car la base AB 4tant la meme, les deux 
triangles BAC, BAD,sont comme les hau- 
teurs AG, DE; mais la perpendiculaire DE 
est plus courte que Toblique AD ou son ^ale AG; done le triangle 
BAD est plus petit que BAG. 

PROPOSITION n. 
th£or£mb. 

Le cercle est plus grand que toute figure plane isopirimitre. 

l<*n est d'abord ^^ident qu'il y a une infinite de figures d'un 
p^rimtoe donn^, qui ont diverses formes et diverses aires; mais 
on voit aussi <)[ue ces aires ne pen vent croltre indefiniment. 

II y a done parmi les figures d*un p^rim^tre donn^ unou plusieurs 
maximum. 
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2* Toule figure qui renferme une aire mwimum dans un p6ri- 
metre donn6 est convoke. 
M 



QSP 




Car soit AMBN une ligne ferm^e non con- 
vexe : si Ton fait tourner la partie rentrante 
AMB autour des points A et B de mani^re 
qu'elle occupe la position XilL% la figure AM'BN 
aura rn^me p^rimetre que la premiere^ et ren- 
fermera une aire plus grande. 

3^ Soit AliBN une figure maximum 
SI sous un p^rim^tre donne : je dis que 
B toute droite AB qui divise le p^rim^tre 
en deux parties ^gales , divisera aussi 
^ i'aire en deux parties ^quivalentes; car^ 
si la portion ANB ^tait plus grande que 
AMB^ en faisant tourner ANB autour de 
p AB, de mani^re qu'elle occupe la position 

AN'B la figure AN'BN aurait le m6me perim6tre que AMBN , et au- 
rait une aire plus grande ; AMBN ne serait done pas un maximum. 
H r^sulte encore de ce qui precede que si AMBN est une figure 
maximum , AN'BN en est aussi une ; et Ton voit que , dans cette 
derniere figure, toute perpendiculaire NxN'k AB estdivis^e par cette 
ligne en deux parties ^gales, de sorte que les triangles ANB, AN'B, 
sont ^gaux. , 

Cela pose, si les angles ANB, AN'B n'6taient pas droits , on pour- 
rait agrandir simultanement Taire des triangles ANB, AN'B, sans 
rien changer k la grandeur des c6t6s AN, NB , AN', N'B, ni a la 
grandeur des segments APN, NQB, AP'N',N'Q'B; la base commune 
AB changeraitseule; mais parlaTaire de la figure deviendrait 
plus grande, sans que le p^rim^tre changeAt, ce qui est contraire a 
rhypoth^se; done les angles N, N' sont droits, d'ailleurs le point N 
est quelconque sur la courbe ANB ; done cette ligne est une demi- 
circonf^rence. 

Ainsi I'on voit que si une droite divise la figure maximum en 
deux moiti^s, cbacune de ces moities sera un demi-cercle; done 
la figure enti^re est un cercle. 

♦ PROPOSITION m. 

THEOREME. 

Parmi toutes les Jigures planes qui orU la m^me aire, le cercle a 
le plus petit pMmitre. 

Gar si une figure quelconque dont I'aire est A avait un perim^tre 
moindre que le cercle ayant la m6me aire, on pourrait, d'apr^s le 
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th^or^mc pr^c^dent, la transformer en uncercle de m^me p^rim^re 
etd'une aire B >A. 

Ce second cercte aurait done une aire plus grande que le pre- 
mier, et un p^rim^tre moindre, ce qui est absurde. 

PKOPOSmON IV. 

TH^OREME. 

Tout polygone de M c6Us qui renferme une surface maximum 
dans un p^rimitre donne, est convexe. 

Gar soit AEDGFB , un polygone de m c6ies, 
qui renferme un angle rentrant AED; si Ton 
fait tourner la partie rentrante AED autour 
de la droite AD^ de mani^re qu'elle occupe la 
position AED y le polygone AE'DCFB aura le 
mdme perim^tre que le premier et une surface 
plus grande; le polygone AEDGFB ne pent 
done ^Ire maximum parmi tous ceux du m^me 
perimetre et du m&me nombre de c6t^s« 

PROPOSITION V. 

LEXME. 

Tout polygone ABGDE qui contient tm angle rentrant peut itre 
transforms en un polygone d^une surface plus grande , ayant le 
m^epMmitre et un c6ti de mohis, 

P J Car, si Ton prolonge AB, et qu'on joigne 

^.....,. .^ ^^^^ j^^ points de ce prolongement au 

point D, la somme Bl + ID croitrad'une 
maniere continue depuis BDjusqu'k Tin- 
fini. II y a done un point I ou Ton a BI + 
ID = BG + GD. 
On obtient done un polygone ABIDE , 

dvidemment plus grand que ABGDE, qui a le m^me p6rim^tre, et 

un c6t6 de moins. 

PROPOSITION VI. 

TEtOHtME. 

De tous les polygones isopirimitres et d^un mSme nombre de 
cdtis, le polygone rSgulier est le plus grand. 

Nous aliens prouver successivement que^ si un polygone n'a paa 
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ious ses c6t^s ^gaux et ses angles ^aux, il ne peutMre maximum 
parmi les isop^rimfelrcs d'un m^me nombre de c6t^8. 

1® Supposons que le polygone ABCDG ait 
m c6t^s; ei soil AB< BG. Prenons sur BC ie 
point M assez pr^s de G pour qu'on ait en- 
core AB < BM. Faisons ensuite I'angle AMB' 
= BAM , prenons MB' = AB et joignons AB'. 
Le triangle ABM est ^gal au triangle AB'M. 
On conclut de \h que Tonpourrait au polygone ABGDE substi- 
tuer le polygone AB'MGDG^ sans changer le p6rim^tre ni la surface ; 
seulement ce nouveau polygone aurait m-}- i c6t^Sy et de plus un 
angle reutrant; car^ AB etant plus petit que BM^ on a Tangle^BMA 
< BAM ou B'MA. 

Or ce polygone peut Mre transform^ en un autre de m c6tes , de 
m^me p^rimibtre^ et d'une surface plus grande ; done ABGDb) ne 
serait pas le plus grand parmi les isoperim^tres de m c6t^s. 

2* Supposons que dans le polygone ABGDH 
de m c6t^s^ on ait I'angle A > B. Prenons un 
point M assez voisin de B pour que I'angle M AH 
soit plus grand que AMG. 

Faisons aussi Tangle MAB' = AMB, prenons 
AB' = MB et joignons MB' ; le triangle MAB' est 
^gal k ABM; et le polygone AB'MGDH a la m^.me 
surface et le m6me perimetre que ABGDH ; niais 
11 a m 4- 1 c6t6s, et un angle rentrant ; car, la sorame AMG + AMB 
6tant 6gale h 2 droits, on a MAH + MAB'> 2 droits'. 

Done ce polygone pourrait Mre transforme en un autre de m 
c6t6s, de m6me p<^rim6tre, et d'une aire plus grande; done enfin 
ABGDH neseraif pas maximum. 




PROPOSITION VII. 

Le totu les polygones d'igcUe surface et dun mime nombre de 
cote's, le polygone regulier a le moindre p^rimitre. 

Gar si un polygone irr^guUer de m c6t6s, dont Taire est A, avait 
un p^rim^tre moindre que le polygone regulier de m6me aire et du 
m6me nombre de c6t68 , on pourrait le transformer en un poly- 
gone regulier Isop^rimMre de m cot^s, ayant une aire B > A; ce 
second polygone regulier aurait done le m^me nombre de c6tes 
que le premier, avec un p^rim^tre moindre et une aire plus 
grande, ce qui est absurde. 
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th£or6mb. 

De deux polygones rigvlier$ d*egal pMmitre, celui qui a le plus 
de cdtSs est le plus grand. 

En effet, soil ABCbCP un polygene regu- 
lier de 6 c6tes. Si Ton prend un point 1 sur 
I'un des c6t^s^ on pent consid^rer ce poly- 
gone comme un polygone irrdgulier de 7 
cAt^s, dans lequel les c6tes IG^ ID feraient 
un angle ^gal k deux droits ; or ce polygone 
est moindre que le polygone r^gulier 4e 7 
c6t^ «1 rHu m^me p^rim^tre; donc^ etc. 
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APPENDICE AUX LIVIIES VI ET VH 

LES POLYiDRES REGULIERS. 



PROPOSITION PRBUlfiRE. 

TH^ORiHE. 

// ne pent y avoir que cinq polyMres riguliers. 

Car on a defini polyidres riguliers ceux dont toutes les faces 
8ont des polygenes riguliers cg^ux^ et dont tous les angles solides 
sont egaux entre eux. Ces conditions ue peuvent avoir lieu que 
dans un petit nombre de cas. 

i^ Si les faces sont des triangles ^quilat^raux, on pent former 
chaque angle solide du poly^dreavec trois angles de ces trian- 
gleSy ou avec quatre , ou avec cinq : de Ik naissent trois corps re- 
guliers, .qui sont le ^^/ra^rfr<», Yoctaidre, et Vicosaidre, On n'en 
peut pas former un plus grand nombre avec des triangles 6qui- 
iat^raux, car six angles de ces triangles valent quatre angles droits j 
et ne peuvent former d'angle solide. 

^* Si les faces sont des carres y on peut assembler leurs angles 
trois k trois \ et de Ik resulte Yhexaidre ou cube. 

Quatre angles de carres valent quatre angles droits , et ne peu- 
vent former d'angle solide. 

3® Enfln , si les faces sont des pentagones reguUers^ on pourra 
encore assembler leurs angles trois k trois , et il en r^sultera le 
dodicaMre rigulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones regu- 
licrs valent quatre angles droits ^ et trois d'hcptagones encore 
plus. 

Done il ne peut y avoir que cinq polyidres reguliers : trois for- 
mes avec des triangles ^quilat^raux^ un avec des carres ^ et un 
avec des pentagones. 

Scolie, On va prouver, dans la proposition suivante , que ces 
cinq polyedres existent roellement , et qu'on peut en determiner 
toutes les dimensions lorsqn'on connait une de leurs faces. 
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PROPOSITION n. 

£tant donnde I'une des faces d'un polyidre rigvlier, ou setde- 
ment ton cdte, construire le pplyidre. 

Ce probl^me en pr^sente cinq, qui vont 6tre r^solus succcssive- 
ment. 

Construction du titraidre. 

Soit ABC le triangle Equilateral qui doit 
6tre une des faces du t^trafedre ; au point 0, 
centre de ce triangle , Elevez OS perpendicu- 
laire au plan ABC ; terminez cette perpendicu- 
laire au point S, de sorte que AS = AB ; joi- 
gnez SB, SC, et la pyramide SABC sera le te- 
traedre requis. 
Car, k cause des distances Egales OA , OB, DC, les obliques SA , 
SB, SC, s'^cartent^galement de la perpendiculaire SO et sont egales. 
L'une d'elles SA = AB ; done les quatre faces de la pyramide SABC 
sont des triangles egaux au triangle donn6 ABC. D'ailleurs les an- 
gles solides de cette pyramide scmt Egaui entreeux, puisqu'ils sont 
formes chacun avec trois angles plans 6gaux; done celte pyramide 
est un tetra^dre r6gulier. 

Construction de rhexaMre. 

Soit ABCD un carre donn6 : sur la base ABCD 
construisez un prisme droit dont la hauteur 
AE soit Egale au c6te AB. II est clair que les 
faces de ce prisme sont des carres egaux, et que 
ses angles solides sont Egaux entre eux comme 
etant formes chacun avec trois angles droits; 
done ce prisme est un hexaedre regulier ou 
cube. 

Construction de Voctaidre, 

Soit AMB un triangle equilateral 
donnE : sur le c6tE AB dEcrivez 
le carrE ABCD; au point 0, centre 
de ce carrE , Elevez sur son plan 
la perpendiculaire TS, terminee 
de part et d'autre en T etS, de 
maniEre que OT == OS =A0; joi- 
gnez ensuite SA , SB, TA, etc.. 
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Yous aurez un soUde SABCDT^ compose de deux pyramides qua- 
drangulaires SABCD, TABCD, adossees par ieur base commune 
ABCD ; ce solide sera Tocta^dre regulier demand^. 

En effet, le triangle AOS est rectangle eu 0, ainsl que le triangle 
AOD; les c6t6s A0» OS^ CD, sont ^gaux; done ces triangles sont 
^gaux, done AS = AD. On d^montrerade mSmeque tons les au- 
tres triangles rectangles AQT^ BOS^ GOT, etc., sont ^gaux au 
triangle AOD; done tons les c6t^s AB, AS, AT, etc., sont egaux 
entre eui, et par consequent le solide SABCDT est compris sous 
huit triangles ^gaux au triangle Equilateral donnd ABM. Je dis de 
(vlus que les angles solides du poiy^dre sont Egaux entre eux : par 
exemple. Tangle S est Egal a Tangle B. 

Gar il est visible que le triangle SAG est Egal au triangle DAG, 
et qu'ainsi Tangle ASC est droit; done la figure SATG est un carrE 
Egal au carrE ABGD. Mais si on compare la pyramide BASGT k la 
pyramide SABGD, la base A9GT de la premiere pent se placer sur 
la base ABGD de la seconde; alors le point Etant un centre com- 
mun, la hauteur OB de la premiere coincidera avec la hauteur OS 
de la seconde, et les deux pyramides se confondront en une seule; 
done Tangle solide S est Egal h Tangle solide B; done le solide 
SABGDT est un octaMre regulier. 

Scolie. Si trois droites Egales, AG, BD, ST, sont perpendiculaires 
entre elles^ et se coupent dans Ieur milieu, les extrEmitEs de ces 
droites seront les sommets d'un oc^^dre rdgulier. 



Construction du dodicaMre. 

Soit ABGDE un pentagone rEgulier 
donnE; soient ABP, GBP, deux angles 
plans Egaux k Tangle ABG : a^ec ces 
angles plans formez Tangle solide B, 
et soit K Tinclinaison mutuelle de deux 
de ces plans. Formez semblablement 
aux points G, D, E, A, des angles so- 
lides Egaux k Tangle solide B, et situEs 
de la mEme maniEre : le plan GBP sera 
le mEme avec le plan BGG, puisqu'ils sont inclinEs Tun et Tautre 
de la mEme quantitE K sur le plan ABGD. On pent done y dans le 
plan PBGG, dEcrire le pentagone BGGEP Egal au pentagone ABGDE. 
Si on fait de mEme dans chacun des autres plans GDI, DEL, etc., 
on aura une surface convexe PFGH, etc., composEe de six penta- 
gones rEgnliers Egaux et inclinEs chacun sur son adjacent de la 
m4me quantitE K. Soit pfgh, etc., une seconde surface Egale^ 

20 
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PFGH, etc.^ je dis que ces deux surfaces 
peuvent Mre r^unies de mani^re k ne 
former qu'nne seule surface convexe 
continue. En effet^ Tangle op/, par 
exemple, peut se joindre auxdeux angles 
OPB, BPF, pour faire un angle solide P 
egal h Tangle B ; et dans cette jonction 
il ne sera rien change k Tinclinaison des 
plans BPF, h?0, puisque cette inclinai- 
son est telle qu'il le faut pour la formation de Tangle solide. Mais^ 
en m^me temps que Tangle solide P se forme^ le cdt6 p/ s'appli- 
quera sur son ^gal PF, et au point F se trouven^nt r^unis trois 
angles plans PFG, p/e, e/g, qui formeront un angle solide ^gal k 
chacun des angles d^jk formes; cette jonction se fera sans rien 
changer ni k T^tat de Tangle P^ ni k celui de la surface efgh, etc. ; 
car les plans PFG, efp, d^jk r^unls en P, out entre eux Tinclinaison 
convenable K^ ainsi que les plans e/g, ejp. Continuant ainsi de 
proche en proche, on voit que les deux surfaces s'ajusteront mu- 
tuellement Tune avec Tautre, pour ne former qu'une seule surface 
continue et rentritnte sur elle-m^me : cette surface sera celle d'un 
dodeca^dre r6gulier, puisqu'elle est compos^e de douze pentago- 
nes reguliers ^gaux^ et que tous ses angles solides sont ^gaux entre 
eux. 



Construction de I'icosa^dre, 




Soit ABC une de ses faces; il faut d'abord 
former uu angle solide avec cinq plans 
egaux au plan ABC el ^galement inclines 
chacun sur son adjacent. Pour cela^ sur le 
c6te B' C, ^gal k hC, faites le pentagone r^ 
jjgulier B'C'H'TD'; au centre de ce pentagone 
elei^ez sur son plan une perpend iculaire^ 
que vous terminerez en A' de mani^re que 
B'A' = B'C; joignez A'C, A'H', AT, A'D' et 
Tangle solide A', form^ par les cinq plans 
B'A'C, C'A'H', etc., sera Tangle solide requis. 
Gar les obliques A'B', A'C etc., sont egales, 
et Tune d'elles, A'B', est ^gale au c6t6 B'C; 
done tous les triangles B'A'C, CA'H', etc., 
sont ^gaux entre eux et au triangle donn6 
ABC. 
llest visiblft d'aillcurs queles plans B' A'C, C A'H', etr.» sont ^ga- 
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lemeiit inclines chacun sur son adjacent; car les angles solides 
B'C, etc. 9 sont egaux entre eux, puisqu'ils sont formes chacun 
avec deux angles de triangles equilatereux et un de pentagone 
regulier. Appelons K Tinclinaison des deux plans ou sont les angles 
egaux; I'angle K sera en mdme temps rinclinaison de chacun des 
plans qui composent I'angle solide A' sur son adjacent. 

Cela pose, si on fait aux points A^ B, G, des angles solides egaux 
chacun k Tangle A'^ on aura une surface convexe DEFG, etc., com- 
pos^e de dix triangles ^quilat^raux, dont chacun sera incline sur 
son adjacent de la quantity Kf et les angles D^ E, F^ etc., de son 
contour r^uniront alternativement trois et deux angles de triangles 
equilat^raux. Imaginez une seconde surface ^gale k la surface 
DEFG; etc. ; ces deux surfaces pourront s'adapter mutuellement, 
en joignant chaque angle triple de Tune a un angle double de 
['autre ; et comme les plans de ces angles ont deja entre eux rin- 
clinaison K necessaire pour former un angle solide quintuple egai 
a Tangle A , il ne sera rien change dans cette jonction a T6tat de 
chaque surface en particulier, et les deux ensemble formeront uiie 
seule surface continue, componec ac vmgt triangles equilateraux. 
Cette surface sera celle de Ticosa^dre r^gulier^ puisque d'ailleurs 
tous les angles solides sont egaux entre eux. 

PROPOSITION HI. 

PROBLKMB. 

Trouver Pinclinaison de deux faces adjacentes d'un polyMre 
regtdier. 

Cette inclinaison se deduit imm6diatement de la construction 
qui vient d'etre donn^e des cinq polyedres reguliers; k quoi il faut 
aj outer ce probl^me de g^om^trie descriptive par lequel^ ^tant 
donn^les trois angles plans qui forment un angle solide, on de- 
termine Tangle que deux de ces plans font entre eux. 

Dans le Utraddre. Chaque angle solide est form^ de trois angles 
de triangles Equilateraux : il faut done chercher par le probl^me 
cite Tangle que deux de ces plans font entre eux ; cet angle sera 
Tinclinaison de deux faces adjacentes du t^tra^dre. 

Dans tkexa^dre, L'angle de deox faces adjacentes est un angle 
droit. 

Dans toctaidre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles Equilateraux et un angle droit; Tinclinaison des deux 
plans ou sont les angles des triangles sera celle de de\ix faces ad- 
jacentes de ToctaEdre. 

20. 
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Dans le dodietUdre. Chaque angle soUde est torati avec trois 
angles de pentagones reguliers; ainsi rinclinaison des plans de 
deux de ces angles sera celle de deux faces adjacentes du dode- 
caedre. 

Dans Cicosa^dre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles ^quilat^raux et un angle de pentagone r^gulier, rincli- 
naison des deux plans ou sont les angles des triangles sera celle de 
deux faces adjacentes de I'icosa^dre. 




PROPOSITION IV. 

PROBLEMS. 

ttant donne le c6ti (Tun polyidre rigvUer, trouver le rayon de 
la sphire inscrite el celui de la sphere circonscrite au pglyidre. 

II faut d^abord d^montrer que tout polyMre 
r^gulier pent 6tre inscrit dans la sphere^ et qu'il 
peut lui 6tre circonscrit. 

Soit AB le cdt^ commun a deux faces adja- 
centes ; soient G et E les centres de ces deux 
faces, et CD, ED, les perpendiculaires abaiss^es 
de ces centres sur le c6t^ commun AB, lesquelles 
tomberont au point D, milieu de ce c6t^. Les 
deux perpendiculaires CD, DE, font entre elles 
un angle connu, qui est ^gal k Tinclinaison des 
deux faces adjacentes, ddtermin^e par le pro- 
bl^me pr6 cedent. Or, si dans le plan CDE, perpendiculaire k AB, 
on m^ne sur CD et ED les perpendiculaires inddfinies GO et £0, 
qui se rencontrent en 0, je dis que le point sera le centre de la 
sphere inscrite el celui de la sphere circonscrite, le rayon de la 
premiere ^tant OG, et celui de la seconde OA. 

En effet, puisque les apotb^mes CD, DE, sont ^gaux, et Tbypo- 
t^nuse DO commune, le triangle rectangle CDO est 6gal au trian- 
gle rectangle ODE, et la perpendiculaire OG est egale k la perpen- 
diculaire OE. Mais, AB 6tant perpendiculaire au plan CDE, le plan 
ABC est perpendiculaire a CDE, ou CDE k ABC ; d'ailleurs GO, dans 
le plan CDE, est perpendiculaire k CD, intersection commune des 
plans CDE, ABC ; done CO est perpendiculaire au plan ABC. Par 
la m^me raison EO est perpendiculaire au plan ABE; done les 
deux perpendiculaires CO, EO menses aux plans de deux faces 
adjacentes par les centres de ces faces, se rencontrent en un m^me 
point et sont ^gales. Supposons maintenant que ABC et ABE 
repr6sententdeux autres faces adjacentes quelconques, I'apoth^me 
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CD restera toujours de la mdme grandeur^ ainsi que Tangle CDO^ 
inoiti6 de CDE ; done le triangle rectangle GDO et son c6t^ GO se- 
ront egaux pour toutes les faces du poly&dre ; donc^ si du point 
comme centre et du rayon OC on d^crit une sph^re^ cette sphere 
touchera toutes les faces du poly^dre dans leurs centres ( car les 
plans ABC, ABE, seront perpendiculaires k Textr^mit^ d'un rayon ), 
et la sphere sera inscrite dans le polyedre^ ou le poly^dre circonscrit 
k la sphere. 

• loignez OA^ OB ; h cause de GA'= GB, les deux obliques OA^ OB^ 
s'^cartant ^galement de la perpendiculaire, seront ^gales; 11 en 
sera de m6me de deux autres lignes quelconques menses du 
centre aux extr^mit^s d'un m^me cdt^ ; done toutes ces lignes 
sont ^gales entre elles ; done si du point comme centre et du 
rayon OA on d^crit une surface sph^rique^ cette surface passera 
par les sommets de tons les angles soUdes du poly^dre, et la 
sphere sera circonscrite au poly^dre ou le poly^dre inscrit dans la 
sphere. 

Gela pos^^ la solution du probl^me propose n'a plus aucune dif- 
ficult^^ et peut s'effectuer ainsi : 

£tant donn6 le c6t^ d'une face du po- 

^ - |— — 7\ ly^dre, decrivez cette face, et soit GD son 

jS apoth^me. Gberchez par le probl^me pr^c6- 

dent Tinclinaison de deux faces adjacentes 

du ploy^dre , et faites Tangle GDE ^gal k 

cette inclinaison. Prenez DE ^gale k GD, 

menez GO et EG perpendiculaires k GD et 

ED, ces deux perpendiculaires se rencontre- 

ront en un point 0, et GO sera le rayon de 

la sphere inscrite dans le polyedre. 

Sur le prolongement de DG prenez GA egal au ra^on du cercle 

circonscrit a une face du polyedre, et OA sera le rayon de la 

sphere circonscrite a ce m6me polyedre. 

Scolie. On peut tirer des propositions pr^c6dentes plusieurs con- 
sequences. 

1® Tout polyfedre r^gulier peut 6tre partag^ en autant de pyra- 
mides r^guli^res que le polyMre a de faces : le sommet commun 
de ces pyramides sera le centre du polyedre, qui est en m^me temps 
celui des spheres inscrite et circonscrite. 

2® La solidity d'un polyedre r^gulier est egale k sa surface mul- 
tiplide par le tiers du rayon de la sphere inscrite* 

3** Deux poly^dres r^guliers de m^me nom sont deuxselides sem- 
blables, et leurs dimensions bomologues sont proportionnelles; 
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done les rayons des spheres inscrites ou circonscrites sont entre 
eux comme les c6tes de ces polyedres. 

4<* Si on inscrit un poly^dre r^gulier daos une sphere, les plans 
mends du centre le long des differents colds partageront la surface 
de la sphere en autant de polygones spberiques egaux et semhla- 
bles que le poly^dre a de faces. 
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